Analyse Mathématique 11 Développements limités

2.- Fonctions équivalentes :
a.- Définition :
Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage d’un point xo (x, € IRou x, = Foo).

On suppose, de plus, que g ne s’annule pas dans un voisinage de xo, sauf peut-étre en xy ol

I’on peut avoir g(xp)=0.

On dit que fest équivalente a g au voisinage de X si, et seulement si : lim fg ; =1
X—)XO g _x

On note cela par f~g.

On dit aussi f et g sont équivalentes au voisinage de X ou en X,

b.- Exemple :
1) Au voisinage de zéro, les fonctions f(x)=Log(x+1) et g(x)=x sont équivalentes
. L +1
puisque hmM =1.
x—0 X
Onnote Log(x+1) ~ X
. .. . . . sinx
2) Toujours, au voisinage de zéro, sin X ~X car hng =1.
X—> X

3) Au voisinage de I’infini, le polynome 2x° +x" +x+1 ~ 2x°.

+oo

e’ +x? x?
4)Ona: lim——=1+lim—=14+0=1,
X—>+oo e’ x=+ ¥
d’ou e’ +x>~ e,

+oo
c.- Remarque :
La encore, cette notion n’est valable qu’au voisinage d’un certain point. Pour reprendre,

’exemple précédent oll on avait e +x”~e" au voisinage de +oo, on plus cela au voisinage de

2

.oet+x e+1
1, par exemple, car lim = #1.
x—1 ex e
d.- Théoreme :
La relation ~ , «équivalence de deux fonctions au voisinage de Xp», est une relation

X0

d’équivalence dans I’ensemble des fonctions définies dans un voisinage de X
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Démonstration :

Réflexivité : f~f
o

Symétrie : f~g=>¢g~f

R

e . . S (x)
Transitivité : ~ €. =1
sitivi fx,, g 1 IA}E}U ()
et g~h e lim i((;c)) =1
) (O g0 @) g
Alors i, o =lim g(x)xhu)j i <l o)
=1x1=1
Dot f ~ h

0

e- Remarque :
Dans la définition et le théoreme précédent, on a supposé qu’il existe un voisinage de X tel
que f et g ne s’annulent pas dans ce voisinage sauf peut-étre en X

f.-Proposition :
Sif~ getsi li_I}l f(x)=10#0 alors li_>m gx)=1
X X=X X=X

Démonstration :

Im f(x)=0#0= f ~ ¢

X=X )

=g ~/
f;g

= lim g(x) =/

Donc :

Pour chercher la limite d’une fonction f, on peut remplacer f par une fonction équivalente.

Proposition :
f’(‘)' fl ~

f_h
et > = fgoflgletg ogl
g'(“)' 81
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Exemple :

1)

sinx ~ x
0

=>tgx~x
0

COSX ~ X

X
2) 1-cos x =2 sin?2 —_—

2

. X X
sin > ~ = =sin2= ~ (ﬁ)2 = 2sin2> ~ 2(—)?
2 0 20 2 20 2

i
2

D’ou 1-cos x

Remarque :

Sif; fi ot g ~ gl,onn’apasungénéralf+g; fi+ g

En effet ;
2 3
Ona: x“+x" - x*+ x?
0
et-x2 ~ -x2

0

2. 4 2 4
Mais (Xz +x° )—x2 =X pest pas équivalente 2 (X" +X)—X" =X a voisinage de 0.
I1.- Développement limités :

1) Formule de Taylor-Young :

* Soit f une fonction dérivable en un pointx ’ alors f peut-étre approché dans un voisinage de
X parun polyndme de degré 1. En effet,

f dérivable en x = lim S)—f (xo): £1(x)
XX X—Xo

Si on pose M— fx )=€), alors lim €(x)=0

X—X 0 x—)xo

(x—x)

Donc f(x)= f(%c) + 1 . f(%c) +(x— %c)e(x) avec lim €(x)=0.
* x—)xo
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*S1, on applique un raisonnement analogue pour la dérivée seconde, on obtiendra :

(x—x) (x—x)2

f(x)=f()06)+ . f(x)+ f"(x)+(x x) £(x) ,avec lim &(x)=0.

X —))CO

alors f peut-étre approché dans un voisinage de x , par un polyndme de degré 2.

*et avec la dérivée troisiéme, on aura :

(x—x) (x—x)2 (x—x)3
~f '(§)+ f "( )+———f “)(X)+(x X) £(x) ,avec lim €(x)=0

x—)xo

F=f+

alors f peut-étre approché dans un voisinage de x , parun polyndome de degré 3.

*et si on continue ainsi, jusqu’a la dérivée n“™, on arrive a écrire :

(x—x) (x—x)° (x—x)"
FO=f+— = f Q@+ —— = [T+t —— = [+ (1= 2)"E ),
Y lim £(x)=0
X—)XO

alors f peut-étre approché dans un voisinage de x , par un polyndme de degré n

Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle] a, b [de IR et soit x 0e]a,b[.

Pour tout ne IN , il existe une fonction &€ définie sur]a, b [telle que V ne IN .

()() ()

F0)=F(x))+—25 f(x) +——2 f7(xg) + -+ ——2 [ (xy) +(x—x,)"€(x)

avee im £(x0)=0
)C—)XO

. o . L e
Et bien sur, f  désigne la dérivée n“™ def .

. Pour%c =0, la formule précédente devient :

Vxela,bl, f(x)= f(0)+ f (O)+—+f"(0)+ 4+ f(”)(0)+x £(x), avec 1imé&(x)=0

x—0
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Remarque :

Le dernier terme x"&(x)de cette formule est négligeable devant x" au voisinage de 0 car

im € _lim £(x)=0-

x—0 Xn x=0

C’est-a-dire : x"e(x)=o0(x").

On peut donc encore écrire :
2 n
F(x0) = £(0) +%f'(0) +%f”(0) + ...+x—'f(”) (0)+o(x"), au voisinage de zéro.

Cette derniere formule qui nous servira le plus dans la suite s’appelle formule de Taylor-

Young.

Pr. Mohamed E1 Merouani



