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6) Applications des D.L :

a) Recherche d’équivalent d’une fonction :

Si I’on supprime dans les D.L le dernier terme (du type x"e(x) =o(x") ), on obtient un

équivalant de la fonction concernée au voisinage de O.

Exemple :

Cherchons un équivalent de f (x) = Log (14x) au voisinage de 0.

D’apres de D.L de X LOg (1 + .X) Ona:

2

Log(l+x) = x—%+0(x2)

au voisinage de 0 ; ou encore :

2
Log(l+x): x—%+x28(x) avee lim €(x)=0
Alors
Log (1 + X)~x—)62—2
En effet :
Log a + x)_x_xz +ox e (x )
X - a 2 ) X - a ‘
2 2
2
g, X S(Xz)
X
x [— .
2
L xe(x)
— - X
2
I Log (1 + x) _
D’ou IXIIIO x -
x — =
2
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b) Calculs de limites :
Les D.L servent a calculer certaines limites que I’on ne pourrait pas déterminer par les
méthodes habituelles.

Exemple :

. Log (1 + x)— X
Calculez llm 2

x—= 0 X

.. .. .0
C’est une forme indéterminée ( 0—)

Alors on utilise les D.L au voisinage de 0, on a

x X 3
X——+—+o(x")
Log (1+x)=x 2 3

2 2
X X

_ X
= — + + O(X) (D.L, ordre 1, vers 0)

. Log(1+x) 1
Donc llm x2 _1 m(__-l_ +0( ) :_5

C) Etude de la continuité ou de la dérivabilité en un point :

Exemple :
soit g IRV = IR (*Les * & xe IR -Al}
¥ —
ng(x): ) 0 si x=0
1 si x=1

\
Etudier la continuité et la dérivabilité de g au point 1

Continuité :

g est continue en un point X, si seulement si hmg (x ) =8 (xo )

X=X,
Ona: g(l)=1 calculons llm 8 (x )
x—1
Cherchons, donc, le D.L de g au voisinage de 1
Posons u=x-—1 ouencore x =u + 1
18
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): xLogx _ (1+u)L0g(1+u)
x—1 u

glx

Lorsque x est voisinage de 1, u est voisinage de 0, on a :

(1+u){u_”22+0(u2)}

(1+u)L0g(l+u) _
U u
2
u—2 1 u” +o(u?)
- u
2
U+ -—+ o(u2)
_ 2 —1+1+0(u)
= y y 2 au voisinage de 0.

Revenons a x,

g(x)z xLogx =1+ (l_x)+0(x—1)

1 2 au voisinage de 1.

D’ou

hm 8 (x ) =1=g (1) Par suite : g est continue en 1

x—1

Dérivabilité :

g (x) =g (xy)

g est dérivable en un point X si seulement si llm existe et on a :

X=X, X )CO
/()= lim 4= gl)
X=X X—xo
(x—1)
Cogl)-gl) . e)-1 . T, +o(x—1)-1
L
1
=—+oll
o)
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- g()-g0)_p 1,1
Ponc 11M .~ lm 5 =
x—l1 - x—1
, 1
D’ou g est dérivableen 1 et § (1) = 5 :

D) Etude des branches infinies :

Exemple :

Soit fi]—oo;—l[U]l;+00[+ IR

x—1
x> fx)=x,|—
x+1
Montrons que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique (quand X — Foo0)

et précisons sa position relative par rapport a cette asymptote.

1 1

Posons t_; ouencore ¢

HOEENEE

1
Lorsque x est voisin deioo, t:; est voisin de 0, donc :
1 (1-¢ 1 1 1
~|—==|0-1) — =—\/(l—t)(l—t+t2+0(t2))
t\V1+t ¢ 1+1¢ t N \ J
D.L ordre 2 de !
1+ ¢

=%\/1—t+t2 —t+1° +0(t2)

1\/52%\/1_2#‘_%2+0(t2):%\/1+(—2t+2t2+O(t2)):%m
N J

t\1+¢

(u voisin de O pour t voisin de 0)
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1 1 1x1
=—|1+—-u- u2+0(u2)
t 2 2x4
YT
D.L de V1+u aTordre 2 au voisinage de 0
A
a I
1 1 1
=1l+—u——u’ +0(u2)
t 2 8

t

_ E[H%(_ 2+ 217 + o(tz))—%(— 2t + 217 + o(tz))z + o(zz)}

B PR +0(t2)}
t 2
1] 1 1 t
= ;_l—t-l-zlz +0(l‘2)} = ;_1+5+0(t) au voisinage de 0.

Revenons a x,

\/: \/: “ll4= +o()

=X~ 1+Z+O(Xj (t voisin de 0 ; x voisin'de T ©0.)

1 1
Ainsi : f(.X):X—l-I-g-l-O ; au voisinage de T oo

Par suite :

0" vers + o

hmf() (x—1)= hm—+o[ij: 0O vers — o

|| —>+o0 || oto0 £X

Conclusion :

La courbe représentative de f admet la droite d’équation Y — X — 1 comme asymptote

oblique vers + oo

Cette courbe est au-dessus de son asymptote vers T et elle est au-dessous de son

asymptote vers — 9 .
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