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TD : Analyse Mathématique I

Correction des exercices de la page 55 a la page 60 du
livre

Prof. Mohamed El Merouani

I.- Lafonction f est définie, continue et dérivable sur R, et on a :

) = —sinva? +5
245

La fonction g existe, continue et dérivable dans I'intervalle | — 7, 7 et on a :

1. cosz(l —sinz) 4 cosz(l + sinx)
2¢(x) (1 —sinz)?

g'(x) =

X 1 2coszx

B 5. [Lgsine (1 —sinz)?
1—sin@
B 1
1 —sginx

La fonction h est définie, continue et dérivable sur J0,;4-00[ et on a :

sa dérivée est :

La fonction ¢ est définie, continue et dérivable sur R, et on a :

1
g/ - - (-9 —2x
(@) = e (27
B _2672x
1t
I1.- D’abord corrigeons I'expression de la premiére fonction, c’est f(z) = Arcsin(1 — )
au lieu de f(z) = sin(1 — 23).
Alors, en utilisant les théorémes généraux sur la dérivabilité, f, g et h sont dérivables sur
10, 1].

— 322
Ji—(—op

1

f'(x) =
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— 322
223 — a6
lim f'(z) = lim .
z—07t z—07F m
Donc f est dérivable en 0 et f/(0) =.

Pour étudier la dérivabilité des fonctions g et h en 0, il est plus commode d’utiliser le taux
d’accroissement,

VT

lim M = lim zsin— =0
=0+ x—0 z—0+ T

g est donc dérivable en 0 et ¢'(0) = 0.

lim h(x) — h(0)

z—0+ x—0 =0t X

donc h n’est pas dérivable en 0.

IIT.-
1. Puisque le polynome 22 — 2+ 1 n’admet pas de racines dans R, f est donc continue
sur R — {1}.
Etude de la continuité de f aupoint 1 :
x
li =Jim —— =1
LS &7 e ey
x
li = lim——=-1
L Sy s,

Donc f n’est pas continue au point 1. Par conséquant, elle n’est pas dérivable au

point 1.
Etude de la dérivabilité de f au point 0 :
AR ) B 0 1 R S
a—0t 1 —0 a—0t x ) a—x+1
D’autre part
A CO R )N N (1 IR
z—0- x—0 a—0- \x )2 —x+1

Donc f n’est pas dérivable en 0. Par conséquant, elle est dérivable sur R-—40, 1}.

2. En utilisant les théorémes généraux sur la dérivabilité, g est dérivable sur R sauf

peut étre aux points x = 1 et x = —1. Pour étudier la dérivabilité de la fonction g
en 1 il est plus commode d’utiliser le taux d’accroissement
. g(x) —g(1) :
lim =—————+= =0 =0 >1
lim == (car g(x) sioxz>1)
_gle)—g(t) 1 1
lim =———= =1
ez —1 R | exp{IQ — 1}
lim (2 + 1) exp{ )
= lim (z ex
z—1- x?—1 P 2 —1
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On pose X = x21_1 doncona lim X = —coet lim Xe* =0
r—1- r——00
—g(0
D’ou lim M = 0, par conséquant, g est dérivable au point 1 et on a
rz—1— r —
g'(1) = 0.

De la méme maniére, on montre que ¢’(—1) = 0.

3. h est dérivable sur R sauf peut étre au point x = 0. Pour étudier la dérivabilité de
la fonction h en 0, on utilise le taux d’accroissement

lim h(z) = 10) =" sin1 =0 (car n>2)
=0  x—0 x

dong'h est dérivable au point 0 et on a A'(0) = 0.

4. On a: ]
lim f(z) =lim — =1 f(1) =0

z—1 z—1 et~

Donc la fonction f n’est pas continue en x = 1 et par conséquent, elle n’est pas
dérivable'en x = 1.

IV.- En utilisant lesthéorémes fondamentaux de la dérivabilité, la fonction f est dérivable.
Si on pose u(z) =sinPzet v(x) = cos?z, on a :
f(x) = u(x) -v(z)
() = ' (z)v(z) + u(z)v'(x)

Puisque u'(z) = pcos xsin” ! ziet v/(x) = —gsinz cos? ' z donc

f'(x) = psinP™' xcos?™ ! # — gcos? ! xsinPt x
= sin” ! x cos?7! x(p cos® x'— ¢sin® z)
iéme des

V.-Calculons les dérivées n fonctions :

1. On montre par récurrence que
fY@)y=m-(m—=1)---(m—(n—1)z"":¥me N;n <m
Cette relation est vraie pour n =1,
f'(x) = ma™*
Supposons que cette relation est vraie jusqu’a 'ordre n (H.R.) :
F (@) = (f" (@)
= (m- (m— 1)+ (m— (n— 1))
—m-(m—1)---(m—(n—1)- (m—n))zm "+

ce qui montre le résultat.
On remarque que f™(z) =m! et

VneNn>m, f"(x)=0

donc
m-(m—1)---(m—(n—1)z™™ sin<m

f"(:z:):{o sin>m
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2. Pour tout =z # 1

fe) = —==(@—1)"
fl(x)= -1z —1)2=(=1)1l(z —1)"2
Fi(@) = 2w — 1) = (—1)22(e — 1)
fO@) = =6z = )7 = (=1)*3l(z - 1)
Raisonnons par récurrence : si f(z) = (=1)"n!(x — 1)~ (H.R.), alors

[0 (@) = (~1)"(=n — Dnl(x — 1) = (<)} (n + Dz — 1)

Donc :
(neN)  fO) = (=1)"nl(z - 1)

fa) = A

(z — 1)t

3. Pour tout z # —l etz # 1,
1 1 1 1
f(x)_xQ—l_ﬁ(a:—l_x+1)

s gy D! [( 1 }

2 z— Dt (g4 Dot

on trouve :

4. On rappelle la formule de Leinbitz :
(f9)™(x ZC’“ 9" P ()

On a vu dans le cours que

Alors,
(z%sin ) ZC’k -sin k) (1)

= CPx®sin <x + nE) + C}(2z) sin (x +(n— 1)5) + C2(2) sin (ac + (n— 2)%)
= 2?sin <x + n%) + 2nx sin (x + (n — 1)%) +n(n —1)sin (x + (n — 2)%) .
On rappelle que

n!
Ch= —— _
" kl(n—k)!
etnl=nn—1)(n—-2)---1
0! =1 par convention,
1'=1



TD

www.elmerouani.jimdo.com

Analyse Mathématique 1
5. Par application de la formule de Leibnitz on a

f(@) =

(2 cos 1)

ch

= (%3 (:)3 + n%) + C'32% cos (:)3 +(n—1)

- cos" M) (1)
WT° COS

= 1‘3 COS

2) + C26x cos <:E+(n—2)g>
(z%—n ) + 3na? cos <az+ (n— 1)z> + 3z cos <$+ (n — 2)%)

2
VI1.- Utilisation de la régle de I’'Hospital, pour calculer les limites
1. Ona:

L

lim T+ Logr o0 (F.1)
z—+o00  xLogx o0

Il vient que, par application de la régle de ’'Hospital

. x4+ Logx
lim ———

. (z+ Logzx)
= lim
s—+00  xLogx z—+o0  (xLogr)
1+1
— lim
2.

z—+oo Logx —|— 1
z—0t

lim 2 Logx est une forme indéterminée de type (0 - 0o), que I'on peut transformer
sous forme % ou 2, comme suit :

0

L
lim z2Logx = hm o9t _
=0t
D’apres la régle de ’'Hospital, on obtient :

— (F.L).
Pr=2

L !/
lim 22Logr = lim (Log?)
z—0+t

1
— lim =
z—0+t (x—IQ)/ z—0t ;—32
—x?
= lim — =0
x—>0+ 2
3. On pose f(x) = esin®

—1let g(zr) =sinz
f et g sont dérivables dans un voisinage de 0

f(z) = cos xe™”

et g (x) = cosx
On applique la régle de ’'Hospital
@ S
z—0 ¢ m) z—0 g’(:p)
cos xesm”
= lim
z—0 CcOSZ
=1
4. Soient f et g les fonctions définies par
72
f(z) = Log(zx +1) —xz + > et g(z) = 2*
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f et g sont deux fonctions dérivables dans un voisinage de 0.

1'2

/ —_—
fla)= 1=
On applique la régle de 'Hospital :
/
lim f(z) = lim f'(z)

et  ¢'(z)=2x

z—0 g(gj) x—0 g’(gy)
) x
=lim —
=0
5. Soient f et g les fonctions définies par :
f(z) =cos(rz) +1 et  g(x)=(r—1)°
f et g sont/deux fonctions dérivables au voisinage de 1.
f(z) = —7msin(rx) et  ¢(z)=2(x—1)
(@) = —7m*cos(mz) et  ¢'(x) =
On applique la régle de "'Hospital :
/
i 1@ @)

VIIL.-Supposons f paire et dérivable sur D¢. On peut écrire pour tout x € Dy :
f(=z) = f(z)

—z) x (=1) = f'(z)

fl(=x) = =f(2),

f(

ce qui montre que f’ est impaire.
Supposons f impaire et dérivable sur D;. On peut écrire pour tout x de Dy :

f(=x) = —f(z)
f'(=z) x (=1) = =f'(x)
fl(=z) = f'(x),

ce qui montre que f’ est paire.
Supposons f périodique, de période T". On peut écrire pour tout = de Dy :

flx+T) = f(x)
flle+T) = f(x),

ce qui montre que f’ a pour période T
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VIII.-
1. Le taux de variation est :
- h?sin -5 1
F) ~ fO) _Wsind o, 1
h h h?
sih+#0,0na |sing| <1etle taux |w| < R
B) —
lim A% = 0 donc lim M =0
h—0 h—0 h
ce qui montre que f'(0) = 0.
2. Pour z # 0;

1

1 1 —2 1
1N 202 3 _ a2
fi(x) =3z sin — +x (COSxQ) (x?)) =3z sin — —2COSI2

1 1
On avuad 1) que lim 2% sin — = 0, mais lim — = 400 et cos & n’a pas de limite
x—0 2 z—0 12 x
quand  —-0. Donc la dérivée f’ n’a pas de limite quand x — 0. Donc on ne
peut pas appliquer le théoréme des accroissements finis.

La dérivée f’ n’est pas continue en x = 0.
IX.-

1. Soit z €]0, 1]
On considére la fonction f(t) = e’ définie, continue sur [0, z] et dérivable sur ]0, z].
Appliquons le théoréme des-accroissements finis sur |0, z[. Alors, il existe ¢ €]0, x|
tel que :
e’ — e’ = (x.<0)e avec c €0, z|

= " — 1 =ge°
¢ < x et la fonction exponentielle est strictement croissante. Donc,
e’ —1 < xe” alors efl—z) <1

D’ou

1
1—=x

De méme ¢ > 0 alors e > €°, c’est-a-dire e > 1.

D’ou e* — 1 > x alors

1
1—2

Finalement

l+z<e <

2. Soit t €]0, 1], alors d’aprés la question précédente on a :

1
l+t<e < —
tise <1

Onposet:%alorsx>1etona:

1 1 1
1+ —<es <
x

_1
x

7
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1 1
:>L0g<j)<—<Log( x1>
x x x —

puisque la fonction "Log" est strictement croissante.

3. Soit & > 0. On considére la fonction g(t) = Log(1+t) — t, continue et dérivable sur
10, z[. Par application du théoréme des accroissements finis, il existe un réel ¢ €]0, x|
tel que

d’ou e

Et, puisque, = et ¢ sont de méme signe, alors zc > 0, donc g(z) < 0.
Il en résulte que pour tout x > —1, Log(1l + z) < x.

X.-
1.
fllx)=1+e"">0
donc f est strictement croissante, de plus elle est continue, donc f est bijective.

1

JO)Sme) et f@)=2--

e
2.

f(0)<o0 et f(2)>0

donc 0 est une valeur intérmédiaire, f(0) < 0.< f(2)
D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [0, 2] tel que f(c) =0
et comme f est bijective, ¢ est unique.

XIL.- f est dérivable sur R sauf peut étre au point x = 0. Pour étudier la dérivabilité de f
en 0, on utilise le taux d’accroissement :

limM =limzsin— =0

x—0 €xr — O x—0 €T

donc f est dérivable au point 0 et on a f'(0) = 0.
Ona: f'(z) =2xsinl — cos 2 pour z # 0.

On a vu que lim x sin — = 0, mais cos% n’a pas de limite quand x — 0. D’ou la dérivée
x—0 x

f' n’a pas de limite quand z — 0.
Donc f’ n’est pas continue en x = 0.
XII.-

1. f n’est pas définie en 0. Mais,

lim f(z)= lim 1 —e* =0

z—0~ z—0~
et —1
et lim f(z)= lLm =
z—0+ f< ) =0T eT + 1
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Donc lir% f(z) existe et vaut 0, on pose :
T—

1—¢e* siz<0

g(x) = 22:& siz >0
0 sizx=0

Alors g est définie et continue en 0, car liH(l) g(x) =¢g(0) =0.
T—

La fonction g est le prolongement par continuité en 0 de la fonction f

2. Dérivabilité a droite en 0 de g :
—g(0 — T 1
tim SO =90 e gy, B
z—0t z—0 z—0t T

z—0t e?+1
g est dérivable & droite en 0 et on a g,(0) = 0.

Dérivabilité a gauche en 0 de g :

— 1 —e*
i ) =900 1
z—0~ x—0 z—0~ T
© 1
= lim &= =1
z—0~ T
et —1 :
car lim =1 (voir cours chap. 4 page 68)
r—0 xX
g est dérivable & gauche en-0 et on a g;(0) = —1.
Conclusion :
94(0) # g3(0)

Donc g n’est pas dérivable en 0.





