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Introduction [EEBISsHEateet

Introduction

Définition
Une suite de nombres réels est une application U de N ou une partie I
de N dans R.
U: N— R
n— Un)="U,

Alors la suite est dite de terme général U, ou la suite (U, )nen; ou
simplement (U,,).

Remarque :
@ Une suite peut étre finie ou infinie.
@ Si [ est fini, la suite (Up,)ner est dite finie.

@ Si [ est infinie, la suite (Up,)ner est dite infinie.

v
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Introduction [EEBISsHEateet

Introduction

Remarque :

@ L’ensemble {U,, /n € I} est dit 'ensemble des valeurs de la suite
(Un)nel-

@ Si une suite est finie, ’ensemble de ses valeurs est fini. Par contre,
une suite infinie peut avoir un ensemble de valeurs fini.

Exemple :

La suite U : N — R de terme général U, = (—1)" est une suite infinie
(car I = N), mais son ensemble de valeurs est fini : il ne peut prendre
que deux valeurs 1 et —1 (soit la paire {—1,1}.
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Suites croissantes et suites décroissantes Définition

Suites croissantes et suites décroissantes

Définition

Soient n et m deux entiers naturels : n,m € N; et soit (Uy,)nen une

suite de nombres réels.

@ (U,,) est une suite croissante si, et seulement si,
Vn,m e N(n <m = U, <U,)

@ (U,) est une suite strictement croissante si, et seulement si,
Vn,m € N(n <m = U, < Uy,)

@ (U,,) est une suite décroissante si, et seulement si,
Vn,m € N(n >m = U, < Up)

@ (U,,) est une suite strictement décroissante si, et seulement si,
Vn,m € N(n >m = U, < Up)

Exemple :

Montrons que (Up)pen = (27::21) est une suite croissante.
neN
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Suites croissantes et suites décroissantes Définition

Suites croissantes et suites décroissantes

Plusieurs méthodes de démonstration sont possibles :
Meéthode directe :

2n+1)+1 2n+41

VneN;,  Unpyr— Uy, =
met = n+1)+2 n+2

2n+3 2n+1
T n+3  n+2
2n+3)(n+2)—(n+3)(2n+1)
(n+2)(n+3)
3

S )mrs)

Donc, on a montré que Vvn € N;U,11 — U, >0

Analyse Mathématique 2010-2011

6 / 40



Suites croissantes et suites décroissantes Définition

Suites croissantes et suites décroissantes

Autre méthode directe :

2n+3  2(n+3) 3 5 3

U = = — = —_
ntl n—+3 n-+3 n—+3 n—+3
2n+1  2(n+2) 3 3
Un: = — :2—
n-+ 2 n -+ 2 n—+ 2 n-+ 2
Donc VneN; Upy1 > U,
3 3
Pui Vn € N; <
tsque " nt3 = nit2

D’out (Uy)nen est croissante.

Prof. Mohamed El Merouani (Départ Analyse Mathématique 2010-2011

7/ 40



Suites croissantes et suites décroissantes

Définition

Suites croissantes et suites décroissantes

Méthode par étude de fonction :

(‘Un)neN est de la forme U,, = f(n) avec f(x) = 2;?21
Etudions f sur Rt (car n € NC RT) :
/ 2(x +2) — 2z +1) 3
- = 0
x 0 400
Jt +
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Suites croissantes et suites décroissantes Définition

Suites croissantes et suites décroissantes

Méthode par étude de fonction :
Donc f est strictement croissante sur RT.
Ainsi;
vneN; f(n+1) = f(n)
C’est-a-dire
vn e N;U,41 > U,
D’out (Uy)nen est croissante.

Exercice :

Montrer de méme, par ces deux méthodes, que (U, )nen = (—)
neN

est décroissante.
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Suites croissantes et suites décroissantes Définition

Suites croissantes et suites décroissantes

Remarque :

Il existe des suites qui ne sont ni croissantes, ni décroissantes.

Exemple :

(Un)nen = (—1)™ n’est ni croissante, ni décroissante
(U0:1>U1:—1etU1:—1<U2:1).
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Suites majorées, suites minorées et suites bornées Définition

Suites majorées, suites minorées et suites bornées

Définition :

@ Une suite (Uy )nen est dite majorée si, et seulement si, il existe
M € R tel que Vn e N;U, < M.

@ Une suite (Up)nen est dite minorée si, et seulement si, il existe
m € R tel que Vn € Nym < U,.

@ Une suite (Uy)nen est dite bornée lorsqu’elle est a la fois majorée
et minorée (c’est-a-dire lorsqu’il existe
m,M € R/Vn e Nym <U, < M).
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Suites majorées, suites minorées et suites bornées Définition

Suites majorées, suites minorées et suites bornées

Exemple :

Montrons que la suite (U, )nen est bornée. J

La encore plusieurs méthodes sont possibles :
Meéthode directe :

2 1
n—+ > 0,

Y N
(Vn € )’n—|—2 -

donc (Up)nen est minorée (par 0).

2n+1 _2n+4+4  2(n+2)
vn e N),U, = < = =2;
(vn ) Un n+2 ~ n4+2 n+2

donc (Up)nen est majorée (par 2).
Ainsi a-t-on : (Uy)nen est bornée; (Yn € N),0 < U, < 2.
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Suites majorées, suites minorées et suites bornées

Définition

Suites majorées, suites minorées et suites bornées

Méthode par étude de fonction :

Comme on a déja remarqué U, = f(n) avec f(z) = 2””'1

et le tableau
de variations de f est le suivant :

0

fts -

§%/

Donc; (Vn € N); 3 < f(n) <2
Soit ; (vneN) 1<U, <2
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Suites majorées, suites minorées et suites bornées Définition

Suites majorées, suites minorées et suites bornées

Remarque :

On obtient un encadrement de U, plus fin par cette seconde méthode
(par étude de fonction).

Exercice proposé :

Montrer de méme, par ces deux méthodes que (Z—ﬁ) est bornée.
ne
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- divergente

Limite d’une suite, suite convergente et suite divergente

Définition

Soit la suite de nombres réels

U: N— R
n— U,

La suite (U,,) est dite convergente et de limite ¢ si,
Ve>0,3AeNn>A=|U, -/ <e¢

On écrit : Uy, —p—s+00 L ou lim (Uy,) =4
n—-+4o0o
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- divergente

Limite d’une suite, suite convergente et suite divergente

Une suite non convergente est dite divergente. Une suite divergente est
une suite qui n’admet pas de limite ou sa limite est infinie.
Une suite (U,) a une limite infinie si, et seulement si,

(VK >0);(3AeN);(VYn>A=U, > K)
On dit que (U,,) tend vers +oco quand n tend +oco, et on écrit

lim (U,) = +o0

n—-+4o0o
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- divergente

Limite d’une suite, suite convergente et suite divergente

Exemples :

@ (Un)nen = (67")nen converge vers 0, (caron a: lim (e”") =0).
n—+o0o
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- divergente

Limite d’une suite, suite convergente et suite divergente

Exemples :

@ (Un)nen = (67")nen converge vers 0, (caron a: lim (e”") =0).
n—+o0o

@ (Vi)nen = (n)nen diverge (car on a : ngr}rloo(n) = 400).
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- divergente

Limite d’une suite, suite convergente et suite divergente

Exemples :

@ (Un)nen = (67")nen converge vers 0, (caron a: lim (e”") =0).
n—+o0o

@ (Vi)nen = (n)nen diverge (car on a : ngr}rloo(n) = 400).

o (Wy)nen = ((—=1)"™)pen diverge, car on a : lim (—1)" n’existe
n—-+0oo

pas puisque

(—1)" = 1 sin est pair
| —1 sin estimpair
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Etude de la suite (a") avec a € R* :

Pour tout réel a non nul, on a :

@ Silal <1alors lim (a")=0
n—+oo
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- divergente

Etude de la suite (a") avec a € R* :

Pour tout réel a non nul, on a :

@ Silal <1alors lim (a")=0
n—+oo

@ Sila| >1alors lim (a")= 400
n—+oo
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- divergente

Etude de la suite (a") avec a € R* :

Pour tout réel a non nul, on a :

@ Silal <1alors lim (a")=0
n—+oo

@ Sila| >1alors lim (a")= 400
n——+oo

@ Sia =1, la suite (a"™) est convergente (constante) et égale a 1.
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- divergente

Etude de la suite (a") avec a € R* :

Pour tout réel a non nul, on a :

@ Silal <1alors lim (a")=0
n—+oo

@ Sila| >1alors lim (a")= 400

n—+oo
@ Sia =1, la suite (a"™) est convergente (constante) et égale a 1.
@ Si a = —1, la suite (a™) est égale & 1 ou —1 selon la parité de

Pentier naturel n.
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Théorémes généraux et applications [EEBISsHNtaTe

Théoremes généraux et applications

Théoréeme fondamental :
@ Toute suite croissante et majorée est convergente.

@ Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Explication :

@ Si (Up)nen est une suite croissante et majorée par M, alors :
U U fU3<--<UpSUpp1 <~ <M

(Les U, finissent par "s’agglomerer" et la limite sera un majorant
de la suite).

@ Si (Up)nen est une suite décroissante et minorée par m, alors :

Uh2U2U32>2--2Up,2Upp1 2+ 2m

(Les U, finissent par "s’agglomerer" et la limite sera un minorant
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Prof. Mohamed El Merouani (Départ

Théorémes généraux et applications [EEBISsHNtaTe

Théoréme fondamental :

Exemple :
Montrer que la suite de terme général
Z =4+ = + . B L L
k! O' 3! (n—1)!  nl

est convergente.

@ Cette suite est croissante, en effet :

n+1

Un+1 — Z 7l Z X = ﬁ > 0, (VTL S N)
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Théorémes généraux et applications [EEBISsHNtaTe

Théoréme fondamental

Exemple :

@ Elle est majorée, en effet :

U—1+1+1+1+ +1<1+1+1+1+ T+ ! =
"ol 3! 2 2.2 2.2...2
—_—
n—1fois
(car % = 2><3><1---><k < lefl)
nfll 1
_ _ 27
_1+Z?_1+1_l
k=0 2

Donc

1— 5 1 1
Up<l+——F=142(1-5)=3-55<3
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ISIENST M Définition

Théoréme fondamental

Exemple :
Ainsi
(Vvn € N),U, <3.
(Up,) est croissante et majorée. Donc, elle converge.

On remarque que le majorant trouvé (3) n’est pas la limite de la suite
(Un)nen (en fait, lim (U,) = e).
n—+oo

Propriété :
@ Une suite croissante, mais non majorée tend vers +oo.

@ Une suite décroissante, mais non minorée tend vers —oo.
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Théorémes généraux et applications [EEBISsHNtaTe

Théoréme des suites adjacentes

Définition et théoréme :
(Up)nen et (Vi)nen sont dites adjacentes lorsque :
@ (Up)nen est croissante.
@ (V)nen est décroissante.
° nETm(Vn —-U,) =0
Dans ce cas ces suites convergent et ont méme limite.

Explication :

(Up) croissante, (V,,) décroissante, lim (V,, —U,) =0 et ¢ est la limite

n—-+o0o
commune :

U <Us < <Up<Upp1 < <U< o <V SV <o < < V]
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Théorémes généraux et applications [EEBISsHNtaTe

Théorémes d’encadrements

Théoréme 1 :

Soient (Up)nen; (Vi)nen et (Wy)nen trois suites de nombres réels.
Sivn e N;U, <V, <W, et (Un)nen et (W),)nen convergent avec
lim U, = lim W, =/¢¢cR;alors (V,,)nen converge et lirf V., =¢.
n—-+00

n—-+o0o n—-+o00
W

Théoréme 2 :

Soient (Uy)nen et (Vi )nen deux suites de nombres réels.
Sivne N;U, <V, et lim U, =-+oo alors lim V, = +4o0.
n—-+o0o n—-+o0o

Théoréme 3 :

Soient (Up)nen €t (Vi)nen deux suites de nombres réels.
Sivne N;U, <V, et lim V, =—ocalors lim U, = —oo.

n—-+o0o n—-+4o0o
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Théorémes généraux et applications [EEBISsHNtaTe

Théorémes d’encadrements

Remarque :
Par passage a la limite les inégalités se conservent (conséquence des
trois théorémes précédents) mais il faut noter que les inégalités strictes
se transforment en inégalités larges :
Si (VneN),onalU, <V,alors lim U, < lim V, (on n’a pas
n——+00 n—-+o0o
nécessairement lim U, < lim V).
n——+00 n——+00
Contre-exemple :
(Vn € N) U, ! <V !
n on a = = ;
"n 42 "o+l
mais lim U,=0< lim V,=0
n—-+o0o n—+00
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Suites arithmétiques et suites géométriques

Suites arithmétiques et suites géométriques

Suites arithmétiques :

On appelle suite arithmétique de nombres réels, toute suite réelle (U,)
telle que : Ir € R tel que Vn € N;Up41 — U, = 1.
Le nombre réel r est alors appelé "raison de la suite arithmétique".

Remarque :

Il résulte de la définition qu’une telle suite est déterminée dés que 'on
fixe le premier terme (Up ou U; par exemple) et la raison r.
Ona:Upp1=Up+retlU,=Uyp_1+71

On déduit : Uy, = Yn1tUnin

Donc U, est la moyenne arithmétique de U,,_1 et U, 41, termes qui
encadrent U,. D’oll le nom de "suite arithmétique".
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Suites arithmétiques et suites géométriques

Suites arithmétiques :

Compléments :

Le mot "Raison" vient du latin "Ratio" (qui veut dire : calcul, compte,
mesure, faculté de juger, motif) qui a donné également ration, rationnel,
et, plus récemment, ratio (en passant par I’Anglais) au sens d’indice
exprimant le rapport de deux grandeurs, en Comptabilité et Gestion.

v

Ecriture générale d’une suite arithmétique :

Soit une suite arithmétique (U,,) de raison r et de premier terme
Ui = a, avec a € R.
Le premier terme a est appelé la base de la suite.

U1:a

UQZG‘FT’

Us=Us+r=a+r+r=a+2r

v
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rithmétiques et sui géomeétrigu

Suites arithmétiques :

Ecriture générale d’une suite arithmétique :

Uy,=Up-1+r=a+(n—1)r

= Unza—l—(n—l)r‘

Somme des termes d’une suite arithmétique :

Soit S, la somme des n premiers termes d’une suite arithmétique :
n
Sp=Ur+Us+-+Up=> U
i=1

Remplagons les différents termes par leurs valeurs données par ’écriture
générale :

v
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Suites arithmétiques et suites géométriques

Suites arithmétiques :

Somme des termes d’une suite arithmétique :

Sp=a+(a+r)+(@a+2r)+(a+3r)+ -+ (a+(n—1)r)

On peut écrire aussi (et dans l'ordre inverse) :
Spn=U,+U,—7r)+Up—2r)+---+ U, —(n—1)r)
Maintenant, faisons la somme des termes :

28, =Un+a)+ U, +a)+ -+ (U, +a)=n(U, +a)

D’ou S, = LUn;L @)

ol n est le nombre de termes que 1’on somme.
a = Uj est le premier terme ou la base.
U,, est le dernier terme.

y
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Suites arithmétiques et suites géométriques

Suites géométriques :

Définition :

On appelle suite géométrique de nombres réels, toute suite réelle (U,,)
telle que : 3g € R tel que Vn € N; U,11 = qU,.

Le nombre réel g est alors appelé "raison de la suite géométrique".

Remarque :

Une telle suite est déterminée dés que l'on fixe le premier terme (Uy ou
Uy par exemple) et la raison q.

De : Upr1=qU, e U,=qU,_1

On déduit : |Un| = VUn—1 X Upt1

Donc, chaque terme est la moyenne géométrique des deux termes qui
I’encadrent. D’oi1 le nom de "suite géométrique".
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Suites arithmétiques et suites géométriques

Suites géométriques :

Ecriture générale d’une suite géométrique :

Soit a € R le premier terme d’une suite géométrique (U,,) de raison q.
U1 =a

Us = qa
Us = qUs = qqa = ¢*a

Up = qUn—1 = q(¢" %)a

= |U, = q"fla
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Suites arithmétiques et suites géométriques

Suites géométriques :

Somme des termes d’une suite géométrique :

Soit S, la somme des n premiers termes d’une suite géométrique (U, )
n
Sp,=U1+Us+ -+, :ZU@'
i=1

Remplagons les différents termes par leurs valeurs :
S,=a+qa+---+q¢"a
Alors @Sn=q¢"a+q¢" ta+ - +q¢*a+qa

Donc Sn—qS,=a—q"a
C’est-a-dire Sp(l—q)=a(l—q")
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hmétiques et sui géomeétriques

Suites géométriques :

Somme des termes d’une suite géométrique :

1—ag"
Soit, si g # 1, Sn:M
—q

si ¢ = 1, il est immeédiat que

ou n est le nombre de termes que 1’on somme.

a = Uj est le premier terme ou "la base".

et ¢ la raison.
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Suites récurrentes

Suites récurrentes

Définition :

Une suite récurrente est une suite numeérique (Up,)nen de la forme :

Uy donné
Unt1 = f(U,) ou f est une fonction

Exemple 1 :
Les suites de type

U= eR donné
Upt1 =aU, +b;YVn € N avec a et b deux réels donnés,

sont des suites récurrentes ou la fonction est f(x) = ax + b.
On les appelle, parfois, des suites arithmético-géométriques.
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Suites récurrentes

Suites récurrentes

Remarque :

Pour étudier la convergence d’une suite récurrente, on tentera d’utiliser
le théoréme fondamental, c’est-a-dire " Toute suite croissante et
majorée, est convergente..."

La difficulté réside donc dans la recherche d’un minorant ou d’un
majorant et I’étude de la monotonie de la suite.

Exemple 2 :
Soit (Up)nen définie par

Uy=a>0
1+Up,
Unt1 = 2+\/Un

Montrons que (Vn € N*); U, > 1.
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Suites récurrentes

Suites récurrentes

Exemple 2 :
Ona:(VnEN*);Un—leinl_l

2\/ Un-1

o 1+ Unfl - 2\/ Unfl
B 2\/ Un—l

1—U,—1)?
2 Un—l
Donc (Vn € N*); U, > 1
y
Prof. Mohamed El Merouani (Départ Analyse Mathématique 2010-2011 36 / 40




Suites récurrentes

Suites récurrentes

Théoréme :

Si f est une fonction croissante, la suite récurrente (Up,)nen définie
par U,+1 = f(Uy) est monotone.

Ainsi, si Uy < Uy; (Up)nen est croissante.

si Up > Up; (Up)nen est décroissante.
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écurrentes

Suites récurrentes

Détermination de la limite d’une suite récurrente convergente :

Théoréme :

Soit f une fonction continue.
Uy donnée

Si on sait que (U,,)nen définie par :
q ( ) eN p { Un+1 — f(Un)

alors sa limite ¢ vérifie : f(¢) = £.

est convergente,

Démonstration :
La suite (Up)nen est convergente, alors lim U,y; = lim U, =/
n—-+4o0o n—-+o0o
Mais i = 1 = li i .
ais lm Un+1 niglwf(Un) f(nﬁlr}rloo U,) car f est continue

Donc ngr}rloo Unt1 = f0);
D'ou f(f) = .

Prof. Mohamed El Merouani (Départ Analyse Mathématique 2010-2011

38 / 40



Suites récurrentes

Suites récurrentes

Remarque :

Ce théoréme permet de calculer la limite ¢ de la suite (U, )nen &
condition d’avoir préalablement montré qu’elle est convergente. Il ne
permet pas d’établir que (U, )nen est convergente.

(L’équation f(z) = x pourrait avoir une solution sans que (Uy,)nen
converge!).
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Exercices

Exercices

Les exercices seront corrigés en T.D.
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