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Introduction

e Les processus linéaires est un cas particulier
des processus stationnaires et érgodiques.

e Ces processus se caractérisent par le fait qu’ils
peuvent se représenter comme combinaison
linéaire de variables aléatoires.

e Les types suivants de processus linéaires
seront étudiés:

Introduction

e Processus purement aléatoires,
* Processus auto-regressifs,
* Procesus de moyennes mobiles (moving-average)

* et les processus obtenus comme combinaison de
ces deux dérniers.

* En un premier lieu, on va voir la définition de ces
processus, et apres pour les analyser, on va les
présenter al'aide des opérateurs et des
équations en différences.
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Bruit blanc:

* Le processus purement aléatoire est le plus simple de
tous. Il peut s’exprimer de la forme suivante:

Y=¢
Ou ¢, satisfait les propriétés suivantes:
E[e]=0 pour tout t
Ele]?=0? pour tout t
El[ee:]=0 pourt#t.

Donc ¢, se caractérise par sa moyenne nulle, par sa
variance constante dans le temps et par le fait qu’il
n’existe pas de relation entre deux valeurs de la

variable prises en deux instants distincts du temps.

Bruit blanc:

* Les caractéristiques de ¢, sont identiques a
celles qui a la perturbation aléatoire dans le
modele de régression linéaire multiple sous
les hypotheses élémentaires.

e Dans la théorie des séries temporelles, on a
I’habitude de nommer un processus purement
aléatoire par “bruit blanc” (ou “white noise”).

* Par la suite, on désignera par g, une variable
aléatoire qui a les propriétés vues
précédement.
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Bruit blanc:

Comme il nexiste pas de relation entre des valeurs prises
dans différents instants de temps, le “bruit blanc” est loin
du concept intuitive de processus stochastique.

Autrement dit, pour utiliser des variables aléatoires du
type de &, on n’a pas besoin de la théorie des processus
stochastique.

Certes! Mais le “bruit blanc” est indispensable pour
I’élaboration des modeles de processus stochastiques
tres complexes comme les modeles de la classe AR (Auto-
regressive) et les modeles de la classe MA (Moyennes
mobiles; Moving-average) que nous allons voir.

AR(p):

Le processus auto-regressifs d’ordre p, noté AR(p)s’exprime
de la forme suivante:

Les coefficients @, sont trés similaires aux coefficients de
régression des modeles de régression multiple.
L'appellation auto-regressif provient de que Y, s‘obtient par
regression sur les valeurs déphasées par rapport a elle.
Comme on peut le voir, dans un processus AR(p),
apparaissent un “bruit blanc” par rapport a I'instant t présent
et la variable déphasée pour différents périodes, ou p est le
retard maximum qui apparait dans le processus.
Les processus auto-regressifs ont été introduits pour la
premiere fois par Yule (1927).




MA(q):

Un processus de moyennes mobiles d’ordre g, ou un
processus MA(Q) est donné par:

Y= 01601700810 Oefrg
Lexpression de moyennes mobiles fait référence au fait
que la variable Y, s’obtient comme moyenne des
variables “bruit blanc” (dans ce cas gq+1), ou les 6, sont
les pondérations. Et comme les variables qui
interviennent dans cette moyenne varient dans le temps,
elles recoivent le nom de mobiles.

C’est aussi Yule (1921, 1926) qui a introduit ce processus.

ARMA(p,q):

Finalement, par une combinaison d’un processus auto-
regressif et un processus de moyennes mobiles, on
obtient un processus ARMA(p,q)ou p indique le retard
maximum de la part auto-regressif et g celle des
moyennes mobiles.

Lexpression d’un processus ARMA(p,Q)est la suivante:
Yt: QlYt-l-l- ®2Yt-2+ naa + ¢th-p+ gt'elgt_l'ezgt_z' - 'qut-q

La divulgation et la popularisation de ce type de

processus a été fondamentalement faite par Box et

Jenkins (1971). Mais, ces processus ont été étudiés
auparavant par Wold (1938) et Barlett (1946).
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Théoreme de Wold:

* En 1938, le Pr. Wold donne I'énoncé et la
démonstration du théoréme suivant:

fUn processus stationnaire quelconque Y, peut étre \
univoquement représenté comme la somme de deux
processus mutuellement incorrelés

Y=DtX
Ou D; est linéairement déterministe et X, est un

k|orocessus MA(c0).

/

11

Théoreme de Wold:

e Contrairement au processus déterministe, X, estla
part des moyennes mobiles ou purement non
déterministe.

* La part déterministe D, peut étre une fonction exacte

du temps. Par exemple: D,=Acos(wt) décrivant une
oscillation sinusoidale au cours du temps.

e Le cas le plus simple de D, consiste a I'égaliser a une
constante: D=p.

* Revenant au théoreme de Wold, il convient d’appliquer
la représentation Y,=D +X,a n’'importe quel processus
stationnaire, linéaire ou non.

12
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Théoreme de Wold:
AR(p)+MA(q)=ARMA(p,q):

* Pour des raisons pratiques, on ne peut pas utiliser un
MA avec retards infinis. Mais, on estime que plusieurs
processus stationnaires peuvent étre approximés par
un MA avec un nombre de retards non trop élévés.

* Au lieu d’'un MA(w), aussi, on peut utiliser un ARou un
ARMACfini, comme on va voir le paragraphe suivant.

* Onsignale que I'on peut confondre, par la suite, les
termes “processus” et “modeles” parce que on leur
donne, dans ce cours, la méme signification.

Méthodologie:

e Dans ce chapitre, la méthode utilisée pour
exposer les modeles linéaires est la méthode
déductive.

 Ainsi, a partir des hypotheses initiales, on
obtiendra les propriétés des différents types
de modeles.

e La connaissance de ces propriétés va faciliter
la réalisation de l'inférence que I'on verra dans
la suite du cours.

14




15/12/2014

Opérateur retard:

* Soit (Y;) un processus stochastique. On définit
I'opérateur retard “L” tel que:

LY=Yi1
L2Y=L[LY]=LY, ;=Y,>
En général: LYY, =Y,
* On a aussi, pour C une constante:
Lc=c et L(cY)=cLY,=CY,,
o LRLS(Y)=L**S(Y)=Y s

15

Opérateur retard:

* SiLY=Y,, alors =LY, ,.
* L'opérateur retard identique ou unité est L%=I=1.

e Lapplication de l'opérateur retard unité ne
change pas la période de référence:

LOY,=Y,.
e l'opérateur L peut étre utiliser pour exprimer un

modele de retards. Soit, par exemple, le modele
suivant:

LGN (L P P ) (P

16




Opérateur retard:

Si on applique l'opérateur L, on obtient

[1‘ @1L'¢2L2' e -CDpr] Yt: 8t
Lexpression entre crochets s’appelle “opérateur
polynomial des retards” et on le note ®(L). La
lettre @ qui préceéde (L) indique les coefficients
qui interviennent dans I'expression de l'opérateur
polynomial des retards.
Donc, on peut écrire: O(L)Y=¢..
L'expression ®(L)=0, s’appelle équation
polynomiale.

17

Modeles auto-regressifs (AR):

Dans le chapitre précédent, un modele auto-regressif
d’ordre p, ou un modele AR(p), a été présenté par:

Y= DY+ DpY ot .+ DYt
Ou ¢, est une variable “bruit blanc”.
En utilisant 'opérateur polynomial des retards “L”:
d(L)=1- qﬁlL-quLz-...-quLp
Le modele peut s’exprimer de forme simplifiée:
O(L)Y=¢,
Par la suite, on va analyser les caractéristiques des

modeles AR(1)et AR(2).Les résultats obtenus seront
généralisés a un modele AR(p).

18
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Modele AR(1):
Un modele AR(1)est donné par:
Y= D Yt
Ou, en utilisant I'opérateur retard, par:
(1-@,L)Y=¢,.

19

Modele AR(1):

e Chaque variable “bruit blanc” influe sur les valeurs de
Y; correspondantes a la méme période ou sur des
périodes posterieures, mais jamais sur des périodes
antérieures.

t+1

4 - . - .
I’FZ }z-f }r

]

€
&r2 Er1 r Sl

A\l
—

e Une conséquence importante est:

* EleY,.]=0 pour tout >0

20
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* Laracine de I'’équation polynémiale 1-®,L=0 est

L:L
q)l

1
e Le processus AR(1)est stationnaire si ‘L‘ =

1

eDonc AR(1)est stationnaire si | D, |<1.

ePour analyser le comportement du processus AR(1),
on supposera qu’au début le processus commence par
la période —N.

¢ Par des substitutions consécutives on aura:
t+N-1

Yt: ®1[®1Yt-2+8t-1]+3t=---= Zq)ljgt—J + CD?NY_N
j=0

>1

21

* Sion calcul, alors, les epérances a partir de la
derniére expression, on aura:

ElY, |= oy,

e Ou Y, qui représente les conditions initiales, a été
considérée comme une variable non stochastique.
En général, on suppose qu’un processus
stochastique commence en une période infiniment
petite.

* Si|®,|<1, alors El_Yt J:CDTNY_N diminuera en
valeur absolue lorsque t augmente.

22
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— N
Lorsque |®4|>1, alors ElYt ]—<Dl Y.
augmentera en valeur absolue lorsque t augmente a
condition que Y.\ ne soit pas exactement égale a
zero.

Si ®,=1, alors on vérifie que E(Y,)=Y_y
Si @,= -1, alors on aura une alternance de signes
dans la valeur de I'espérance.

Par conséquent, pour un processus qui commence
en un instant fini du temps, si la valeur initiale n’est
pas nulle, la moyenne de Y, reste constante
seulement lorsque ®,=1.

Mais, si le processus considéré commence en
-2, alors pour |®D,|<1 et pour n'importe
quelle valeur initiale, on vérifie que E[Y;]=0.
Si on inclu une constante dans le modele
AR(1),on aura Y=0+D,Y, e

Alors, si le processus commence en -°° et il
est stationnaire, on vérifie que la moyenne du

processus sera constante pour toute valeur de
t E[Y]= E[Yil=u

24
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* En prenant les espérances sur
Y=0+®,Y,_ ;¢ et en tenant compte que
E[Y,]= E[Y,.1]=u, on obtient que: _ 0
-y
* Dans la suite, on supposera, sans perte de généralité,
que 0=0.

e Un processus initié en —N aura la variance suivante:

vo =ElY, —EC)f =N -0y, [

t+N-1 2 2t+N—1 0

— J — J

yO =E Zcblgt—j —0'5 Zcbl
j=0 j=0

Et par la formule de la somme des termes d’une
progression géométrique, on a:

y, =0’ 1-@f™
© -2

Finalement, on peut dire que soit dans le cas ®,=1,
ou dans le cas |®4|>1, la vriance trouvée
précédement tend vers I'infini si le processus
commence par -o°. Alors, on dit que des processus
de ces caractéristiques ont une nature explosive!

26
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* Sile processus est stationnaire, c’est-a-dire, si |©,|<1
et il a commencé en -oo, on vérifie que:

0_2

Gy

e Dans ce qui suit, et sauf mention contraire, on
supposera que le processus débute par - et qu’il est
stationnaire.

* Pratiquement, méme si le processus débute par une
valeur finie, sa variance se stabilise rapidement au
voisinage de o2

o T g2

27

 Sion multiplie les deux membres de Y,=®,Y, ;+¢ par
Y,.,, on vérifie que:
Y =B Y =@ E[ Y Y JHEle Y, ]
e Pour >0, et comme dans le diagramme des fleches
vu précédement, on vérifie que:

-7

Y= P1Yea >0
 Cette derniere équation y,-®,y, ;=0 est une équation
aux différences homogene de premier ordre. De
méme, I'équation Y-P, Y, ;=¢
est une équation aux différences de premier ordre

mais non homogene a cause de la présence du “bruit
blanc” ¢,.

15/12/2014
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Equations aux différences:

* Soit le modele suivant:
LCUN (RN (PERE N St
e Sion applique I'opérateur L, on obtient
[1- &, L-D,L2-.. ~DLPIY =,
* Sachantque  @(L)=1-P)L-P,L2%-...-DLP
on peut écrire: D(L)Y=¢
* Cette derniére équation est une équation aux

différences non homogene parce que son second
membre est non nul, c’est ¢,.

29

Equations aux différences:

e L'ordre de cette équation aux différences est
I'ordre de la différence la plus élevée

—ou encore, la variable de plus grand retard- qui
apparait dans I'équation.

* Donc I'équation considérée ici est d’ordre p.
* |'équation sans second membre est:
Y@1Y PoYio- Py Y, =0
ou encore ®d(L)Y,=0 c’estI’équation
homogene correspondante.

30
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Equations aux différences:

Résoudre ces équations c’est trouver une expression
de Y, en fonction du temps qui vérifie I'équation.

Il n’existe pas une solution unique d’une de ces
équations.

Une solution qui englobe toutes les solutions
s’appelle la solution complete Y°.

La solution compléte est la somme de deux
solutions: la solution générale de I'équation
homogene Y;" et une solution particuliére de
I’équation non homogene Y,°

Y=Y MY P

31

Résolution de I'équation homogene:

La solution générale de I'équation homogene
doit étre une fonction du temps qui vérifie
I’équation

Y- @1 Y- Py Yoo DY ,=0.
Elle dite générale parce qu’elle doit étre valide
guelques soient les conditions initiales du
processus.

 Essayons avec une solution du type: Y,=At

32
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Résolution de I'équation homogene:

* On la substitue dans I'équation, on obtient:
AP At D AP=0
e On factorise par AP, on a:
ALP[AP-D AP-L- -®,]=0
* Une solution triviale qui satisfait 'équation
antérieure est 1=0.
Ou AP-@APL-.. .- =0, équation qui admet p
racines qu’on note A, /12,...,/1p et on l'appelle
éguation caractéristique.

Résolution de I'équation homogene:
e Alternativement, les racines peuvent étre obtenu a

partir de I'équation polynémiale  @(L)=0

ou encore 1- @1L-D,L%-...-D L P=0

qui a p racines notées Ll,Lz,...,Lp.

e On peut vérifier que les racines L, sont exactement
les valeurs inverses des racines A;.

e En effet, si L; est une racine, on a:
1‘ ¢1L|'¢2L|2'1 s 'QDpLIp:O
e D’autre part, et sid, = L—on a:

L]

34
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Résolution de I'équation homogene:

¢ Si on multiplie les membres de cette équation par
L, onobtient:  1- &;L;-D,L%-...-P L P=0.

* on a Ai est une racine de I'équation caractéristique,
alors Y;= A est une solution de I'’équation homogene
aux différences. On I'appelle solution basique.

e Deux théoremes importants s’utilisent pour obtenir
la solution générale:

35

Résolution de I'équation homogene:

* Le premier théoréme dit que si /;' est une
solution et A, est une constante arbitraire, alors
Y=A; 4! est aussi une solution.

* En effet, en substituant cette valeur dans
I'équation Y-@, Y-, Y,o-...-P, Y, =0 et en
factorisant par A 4P, on obtient:

A ALPAP-D AP D=0
puisque I'expression entre crochets est égale a 0.

36
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Résolution de I'équation homogene:

* Par conséquent, Ay 4,1, A, A, A At
ou Ay, A,,..., A, sont des des constantes
arbitraires, sont aussi des solutions de I'équation
homogéene. C’est a dire, les multiplications d’'une
solution basique par une constante arbitraire
sont des solutions.

* Le deuxiéme théoréme dit que si 4 et /;'sont
des solutions de I'équation homogene, alors une
combinaison linéaire des deux solutions

A; 2" +A; 4 est aussi une solution de I'’équation
homogene

37

Résolution de I'équation homogene:

* Cette propriété se vérifie en substituant I'expression
antérieure dans I'’équation homogene:

(A AHA LD -Dy (A AT +A ) - D (A AP +A, 4,7P) =0
* Puis, on factorise par A; 4P d’une part et par A 4*P
d’autre part, on obtient:
A LEPAP-D P D J+A APAP-D P B ]=0
Puisque les deux expression entre crochets sont
nulles.

38
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Résolution de I'équation homogene:

e Ce deuxiéme théoreme permet d’établir qu’une
combinaison linéaire des deux solutions est aussi
une solution.

Précisément, la solution générale de I'équation
homogéne est composée par les p solutions
basiques, multipliées par des constantes
arbitraires. C’est a dire:

Y=Y =A A A AL
qui est la solution générale de I'équation
homogene.

39

Résolution de I'équation homogene:

Il est intéressant d’analyser le comportement de Y, lorsque
t augmente indéfiniment.

D’aprés I'expression précédente de Y,, on peut remarquer
que lorsque |4]<1, Oi , alors lorsque t— oo, il arrive que
Y,— Oindépendement des valeurs des constantes
arbitraires.

On dit alors que le systeme est “stable”. Pour les processus
stochastiques, on utilise plut6t le terme “stationnaire”.

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité ou de
stationarité est donc |4|<1,0i .

40
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Résolution de I'équation homogene:

* Lasolution générales est valable pour n’importe
quelles valeurs des constantes arbitraires. Mais
en pratique, on leur donne des valeurs obtenues
a partir des conditions initiales.

* Ainsi, si on suppose que les valeurs Yo, Yy,..., .1
correspondantes aux périodes t=0, t=1,..., t=p-1
respectivement, on peut considérer le systeme de
p-1équations suivant:

41

Résolution de I'équation homogene:

YEAFA A
Yi=A A AL

Yo mAAPHAAL L AAAPE

AL

* Dans ce systeme, les inconnus seront A,,
Az,...,Ab, alors que Yy, Yy, ..., \6_1et /11,/12,.../1p
seront données.

42

15/12/2014

21



e Revenons au

On a trouvé I'équation y,= @y, ; pour >0, ou encore
y.-®D1y,.,=0 qui est une équation aux différences
homogéene de premier ordre.

Sa solution sera y,=A A= y, @/’

Si dans I’équation y,=®;y,, on divise les deux
membres par y,, on obtient:

R :L:qalRT_l pour >0

0

e La solution de I'équation aux différences
précédente sera: R=®;"R=®,°

e Pour les auto-covariances, la condition initiale
est détérminée par la valeur de la variance;
par contre pour les auto-correlations, la
condition initiale est toujours R,=1.

* Représentons le corrélogramme pour ©,=0,8
et ®,=-0,8 respectivement.

44
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R =(0,8) correlation du Modéle Y;=0,8Y, ;+¢;

0,9 1
0,8
0,7
0,6 1
0,51
0,41
0,31
0,2
0,11

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

Dans le premier cas, le corrélogramme montre
une décroissance exponentielle pure.

R =(-0,8)" correlation du Modele Y,=0,8Y, ;+¢,

l -
0,8
0,6 -
0,4
0,2

O |
0,2 |
-0,4
-0,6
-0,8

-1

11 13 15 17 19 21 23 25

Par contre, lorsque @,=-0,8 le
corrélogramme montre que R suit une
décroissance exponentielle, mais avec
alternance de signe.

46
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e Maintenant, on va présenter les réalisations
générée artificiellement a partir des nombres
aléatoires pour les modeles Y,=0,8Y,_;+¢, et
Y=-0,8Y_;+¢.

» Dans les deux cas, on a pris Y,=0 comme
valeur initiale.

47

Modele Y=0,8Y, ;+¢,

Nombres d’observations: 120
48
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Modele Y=-0,8Y,_;+¢,

Nombres d’observations: 120

49

* Dans un processus AR(1)stationnaire, on peut
obtenir Y, en utilisant I'inverse de I'opérateur
polyndmiale des retards. Ainsi:

Y= H(L)g, = :

—gt
1-o,L

* Evidement, si on suppose que |®,L|<1, la fraction du
deuxiéme membre peut étre considéré comme la

somme des termes d’une pregression géométrique
infinie convergente de raison @,L. C’est a dire:

- i W
Yi =Z(¢1L) & :Z(Dljgt-i
j=0 j=0

50
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e On avu que par des substitutions consécutives on a:

t+N-1

— — — j t+N
Y= D[P Yot el te=...= Zq)lgt—j +O Yy
. . . epe .+ ]=0 . \ N

par des substitutions indifiniés, on arrive a la méme
conclusion que o

- J

Y, =) ®lg
i=0

Donc, d’apres la términologie vue dans le chapitre
précédent, ce dernier modele est un modele de
moyennes mobiles avec des retards infinis. Alors, on
remarque que I'on a parti d’'un modele AR(1)initial,
on a arrivé a un modéle MA(x).

51

Un modele AR(2)est donnée par:
Y= D1 Yegt+ oY ot e
ou en utilisant 'opérateur des retards:
(1-@,L-D,L2)Y=¢,

Pour que le processus antérieur soit
stationnaire, il faut que les racines de
'équation  1-d,L-d,L?=0 dépassent
I'unité.

52
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e Siles conditions de stationnarité sont vérifiées
-on suppose par la suite gu’elles le sont- on

aura E(Y)=0.

e Si on multiplie les deux membres I'équation
Y= DY 1+ DY, ot e par Y, et on prend des
esperances, on aura

E[Y, Yo ]=PE[ Yo Y ]+ PE[Y, oY J+E Y, ]

* En tenant compte que
EleYi= Ele( P Yia+ PoYiote)=Elee]=07,
I'expression précédente pour 7=0 donne le
résultat suivant:
yo= P11t Pypt 07,
e Pour des valeurs de >0 on aura
y’[: @1 yr—l+ ngyr—Z T>0

'équation des autocovariances précédente
est une équation aux différences homogenes
de second ordre.

54
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En divisant les deux membres de cette
équation par y,, on obtient I'équation aux
différence relative aux autocorrelations.

R=? R+ PR, 0
sa solution sera de type
R=AAHAM
donde 1/, et 1/4, seront les racines du
polyndme caractéristique 1-&,L-®,L2=0
les constantes arbitraires se déterminent a
partir des conditions initiales:

Ry=1 et R=2@,/(1-D,).

e Cette derniere valeur se déduit en faisant 7=1
dans R=?,R ;+P,R , >0,
Donc Ry=A4,%+A,1,0=1

* Sion résoud ce systeme pour A, etA,, et en
substituant les valeurs obtenues dans sa
solution R=A4,/+A,,", on peut appliquer
cette formule pour déterminer la valeur de R,
pour n’importe quelle valeur de 7>0.

56

28



e |l faut tenir compte que A, A, 4, et 4, ont été
calculer a partir de @, et @,

* Maintenant, on peut poser le probléme
inverse, c’est-a-dire, déterminer @, et ®,a
partir du corrélogramme.

e Dans ce dernier cas, en faisant =1 et =2
dans I’équation R=0,R ;+®,R , >0, 0n
obtient le systeme des équations suivant:

Ri= @+ OR,
R= @R+ @,

57

e Le systéme antérieure s’appelle le systeme des
équations de Yule-Walker.

e Résolvant ce systeme pour @, et ®@,, on obtient:
-1
) (R 1)k

e Représentons le corrélogramme pour quatre modeles
AR(2).
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Corrélogramme pour le modeéle:

Y,=0,4Y,,+0,5Y, ,+¢&. Ou on a pris Ry=1,
R,=0,4/0,5et R=0,4R_;+ 0,5R_, pour t >1

1 .
0,9+
0,81
0,7 4
0,6 4
0,51
0,4+
0,34
0,2 4
0,14

0 .

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

Corrélogramme pour le modele:
Yt=-0,4Y1-1+0,5Yt-2%,. Ou on a pris Ry=1, R;=-
0,4/0,5t R=-0,4R_;+ 0,5R_, pour t >1

1 -
0,8 A
0,6
0,4
0,2 1

0 4
0,2 1
0,4
-0,6
-0,8

-1
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Corrélogramme pour le modeéle:
Yt=1,5Y_,-0,9Y_,+¢. Ot on a pris Ry=1,
R,=1,5/1,9et R=1,5R ;- 0,9R, pour t >1

0,8 -
0,6
04 -
0,2 -

0,2 19 21 23
04 1
06 1

-0,8 1

Corrélogramme pour le modeéle:
Y=-1,5Y,,-0,9Y,_,+¢&. Ou on a pris Ry=1,
R,=-1,5/1,9et R=-1,5R ;- 0,9R_, pour t >1

1
0,8 |
0,6 |
044
0,2 |

0 o g+
0’21‘ 3 9 gl1pg13 19821 23

04 4

06

08 -
-1
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* Maintenant, on va présenter les réalisations
générée artificiellement a partir des nombres
aléatoires pour tous ces modeles AR(2).

 Dans les quatre cas, on a pris Y,=0 et Y;=0
comme valeurs initiales.

Réalisations du modele:  Y,=0,4Y, ,+0,5Y, +¢,

Nombres d’observations: 120 o

32



Réalisations du modele: Y;=-0,4Y,;+0,5Y,.,

T

Nombres d’observations: 120

65

Réalisations du modele: Y=1,5Y,;-0,9Y,

Nombres d’observations: 120

66
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Réalisations du modele: Y=-1,5Y,;-0,9Y,

Nombres d’observations: 120

67

* Enun processus AR(2),et en utilisant I'inverse de
I'opérateur polynomiale des retards, on peut obtenir
Y

1
1-0,L-d,L7

Y, =07 (L)g =

 Si1l/i, et 1/A, sont les racines du polynéme
caractéristique 1-0,L-®,L2=0, on peut factoriser le
dinominateur de I'expression précédente:

1
Yo = &
1-AL)A-2,L)

68
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e Par développement en fractions rationnelles, on
aura:

1 __A _ B
Q-AL)@A-AL) 1-AL 1-A,L

* A et B sont des constantes que lI'on détermine de Ia
facon suivante:

1=(1-1,L)A+(1-4,L)B=(A+B)+(-1,A-1,B)L
* Par identification on aura:
A+B=1
-/,A-1,B=0

e La solution du systeme précédente donne:
A: L B = — /] 2
(/11_/]2) (/]1 _/]2)

e Par conséquent, on obtient:

vo| At A1
A=A, 1-AL A-A,1-AL

et

(0]

| A X i A j
|5 _1/12;)(/11L) T —ZAZ,-Z:(:,(AZL) e

70

15/12/2014

35



e Ainsi, on a obtenu la somme de deux processus

MA(c0) qui est a son tour un processus de moyennes
mobiles de retards infinies.

Les coefficients du processus résultant peuvent étre
obtenus en sommant les coefficients pour chaque
niveau de retards dans les expressions précédentes.

On verra plus tard dans ce cours une méthode
alternative qui est plus facile d’apliquer pour calculer
les coefficients du processus MA(«) equivalent du
modele AR(2).

71

Un modele AR(p)est définie par:
Y= Dy Yp g+ DYyt .+ DY e
ou, alternativement, par @(L)Y=¢,
ou d(L)=1-d,L-D,L2%-.. D LP
Pour que le processus soit stationnaire, il faut
que les racines de I'équation polynomiale 1-

D,L-D,L?-...- LP=0 ait des valeurs absolues
supérieures a 1.

72
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e Sidans le modéle AR(p) on inclue un terme
indépendant:

e Alors sous la supposition de stationnarité, en
calculant des espérances du modele précédent et en
prenant 4=E(Y,) pour tout t, on a

=Dyt Qut...+ St o

* Donc B 0
R P —-

p

e Par la suite, on supposera, sans perte de
généralité, que 0=0.

* Sion multiplie les deux membres du modeles
AR(p) par Y, et en calculant des espérances,
on a:

Y gplyr-l-l- gp2y‘5-2+ TP gDpy‘c-p-'-E [8t Yt-r]
* Pour =0, on obtient:
Vo= Pyt Poypt...+ Dyy,to?

74
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e Pour des valeurs de >0, le résultat obtenu sera
W= Pryeat Poyeot...t Ppyeyy pour 0.

e Endivisant les deux membres de cette expression
par y, on obtient I'’équation aux différences d’ordre p
relative aux autocorrelations:

R=® R+ ®;R+...+ DR,

e En prenant Ro,Rl,RZ,...,R)_1 comme conditions
initiales détérminées a partir des coefficients
D, D,,... PP, la solution de I'équation aux
différences précédentes permet de calculer les
valeurs de R pour 7 >p.

e Sion prend I'équation aux différences précédentes en
particulier pour 7=1,2,...,pon obtient le systeme des
équations de Yule-Walker:

[ R=®,+O,R +O,R +..+O R,
R =R+, +DR +..+O R,

R= DR, +P,R ,+D,R +...+D

76
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e Larésolution du systeme de Yule-Walker donne:

®| (1 R R R
®, | _ 1 R [ R
o, ] (Ry R, 1 \R,

77

* Sidans le modele AR(p),on multiplie les deux
membres par ®1(L), on obtient:

1
®(L)

Y, =07 (L)g, = &

* Ainsi, on a passé d’'un modele AR(p)a un modele
MA(c0) comme on peut le voir si développe le second
membre de la derniere expression, théoriguement
d’une forme analogue a celle faite pour le cas du
modele AR(2).

78
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Modeles de moyennes mobiles

* Un modele de moyennes mobiles d’ordre g,
qgue l'on note MA(q), est donné par:

Yt: gt_elgt—l_QZEt—Z_ s -Hqgt'q
ou les les pondérations 6, sont affectées par

un signe “moins” pour raison de convention
de notation.

e En utilisant 'opérateur polynomial de retards
o(L)=1- 6,L- O,L>-...- LY

79

* Le modele de moyennes mobiles dans sa
forme réduite:

Y=0(L)e,
e Dans ce modele, la moyenne est nulle,
quelques soient les valeurs de ..
e En effet,
E[Y]=0(L)E[¢]=0

80
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. §| dans le modele Y;=¢-01&1-056 ... O fr.qON
inclue un terme constant
Yt: 5+ gt_ngt—l_HZEt—Z_ s -Hqgt'q
e Alors, si on applique I'espérance
mathématique a I'expression précédente, on
obtient:
E[Y,]=0
Donc, dans les modeles de moyennes mobiles,

la moyenne du processus coincide avec le
terme indépendant o.

81

e Sans perte de généralité, on supposera dans la
suite que 0=0.

e Maintenant, on va étudier les propriétés d’un
MA(1) et d’un MA(2), pour les généraliser
ensuite a un MA(q).

Modéle MA(1):
Un modele MA(1) est donné par
Yi=e-0160.1=(1-01L)e,
Si on multiplie les deux membres par de ce

modele par Y., et si on calcul des espérances
mathématiques, on obtient:

82
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E[Y,Y.]=Eler-Oieeall &0 4]
e On peut voir que pour 7=0, en tenant compte
que E[ee,]=0 pour t#t’, on a

Yo~E[Y12=E[e+ 0%, >-20:6:6 1]=[1+0,7 0,2

e Pour =1
y1=Eler Oreller1-016101=-01 0,2
e Pour les valeurs de 7>1, on déduit que
7,=0 >1

 Sion divise par y,les deux membres des deux
expression précédentes, on obtient les coefficients
d’autocorrelation:

_91
1+ 67
R=0 >1

Représentons le corrélogramme d’'un modeéle MA(1)
pour les valeurs du parametre 6,=0,8 et 6,= -0,8.

R1:

84
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0,8
0,6
04

0,2

02 ]

04

0,6

79 11 13 15 17

19 21 23 25

Y,=€,-08¢,,
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0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

7 9 11 13 15 17 19

21

23

25

27

Y,=€,+0,8¢,,
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De méme, on représente les réalisations
correspondantes au modele Y= ¢, - 0,8¢.;

IR

Nombres d’observations: 120 .

et les réalisations correspondantes au modele

Y,=€+0,8¢,;

88
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* Un modele MA(1) est toujours stationnaire
indépendement de la valeur prise par le
parametre 0.

e Sile modele MA(1) est exprimé ainsi:
e=Y 06,
et si on effectue des substitutions successives,
alors:
e= Yt 0 [ Y1+ 01801

= 2 N N+1
=Yt O Yt 01Vt 4 07+ 0" e

 Si|6,|<1, le dernier teme de la derniere
expression a moins de poids a mesure que N
soit plus grande, et en plus le poids de chaque
Yt retardée décroit a mesure que le nombre
de retards croit.

e Par conséquent, sous cette condition, un
modele MA(1) peut s’ecrire:

=Y+ 0. Y 1+ 02X, +...
Ainsi, on a passé d’'un modele MA(1) a un
AR(o°).

45



15/12/2014

e La condition qui nous a permis de passer d’'un modele
a un autre, c’est-a-dire la condition d’inversibilité, est
16,]<1.

* Aussi, lorsque |6,|<1, on aura pu écrire:

Y=(1-0,L)e,

ou encore 1 |
E = Y = E aL)y
t 1_01|_ t j:0( 1 ) t

Donc =Y+ 0, Y+ 0.2Y +...

e L'équation Y=¢-0,¢,, peut étre considérée comme
une équation aux différences en ¢, (Y; sera dans ce
cas la partie non homogene).

e Pour que cette équation soit stable, il faut que la
racine du polynéme caractéristique 1-0,L=0 soit en
dehors du cercle unité, c’est-a-dire que

1

=151

1

ou encore |6,|<1.
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 Comme on peut voir, la condition
d’inversibilité d’'un modele MA(1) est
équivalente, dans le sens formal, a la
condition de stationnarité d’'un modele AR(1).

* Nous répetons qu’'un modele MA(1) est
toujours stationnaire et que la condition
d’inversibilité n’est la que pour nous
permettre de passer a un modele AR(=o).

Modéle MA(2)

e Un modele MA(2) est donné par
Y0161 02612 =(1-01L- O,L2)¢;

e Si on multiplie les deux membres par de ce
modele par Y,_, et si on calcul des espérances
mathématiques, on obtient:

E[YYd=Eler-01601 0260 | 6170161 10 008t 12]
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* Pour différentes valeurs de t, on obtient les
résultats suivants:

yo=(1+0,%+0,%)0,2 =0
y=(-0,+ 0,0,)0,? =1
Vo= (_ (91) 0-82 =2
7,=0 >2

A partir des expressions précédentes, on
obtient facilement les coefficients
d’autocorrelation:

_-6.+606,

R= 1+67 + &

— _62
1+ 62 +6?

R=0 >2
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e Pour gu’un processus MA(2) soit inversible, il
faut que les racines du polynéme
caractéristique:

1-6,L-6,L.=0
soient en dehors du cercle unité.

e Par la suite on va représenter les
corrélogrammes et les réalisations
correspondentes a quatre modeles MA(2)
inversibles.

08 -
0,6
04

0,2 4

.0’2 4

0,4 1

-0,6

Yt: 8t+0’48t-1_0’5"t-2
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0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 +

0,2
0,4

-0,6

11 13 15 17 19

21

23

25 27

Yt: 81:-0 ,4‘:1:_1'0 y &‘t_z
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08 -
06 -
04 -
02 -

02 -
04 -
06 -
-0,8

Y=e-1,%,.,+0,9
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0,9 1
0,8 1
0,7 1
0,6 1
0,5 1
0,4 1
0,3 1
0,2 1
0,1 1

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

27

Y=¢e+1,5¢,.,+0,9,,
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Yt: 8t+0 ,48t_1'0,&:t_2

Nombres d’observations: 120

102
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Y=¢-0,4¢,,-0,%,

Nombres d’observations: 120
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Yi=¢e-1,%,4,+0,9

Nombres d’observations: 120

104

15/12/2014

52



Y=¢+1,5¢,.,+0,9¢,,

Nombres d’observations: 120

105
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