Pr. Mohamed El Merouani

Exercices sur les séries temporelles pour Gestion et Finance
Exercice 1:
Soit le processus AR(1) :
Y=6+0,9Y, 1+&,
ou 6 est une constante.

Montrer que les coefficients d’auto-corrélations ne dépendent pas des valeurs que I'on peut assigner
ab.

Solution 1:

En exprimant le modele comme un processus MA, on aura :

[5+g,]=;5+i0,9181

=
1-09L T

La moyenne et la variance de la série sont :
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D’autre part, les auto-covariances d’ordre t seront données par :
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Comme on peut voir, la variance et les auto-covariances ne dépendent pas de la constante 6. Par
conséquent, les coefficients d’auto-corrélations de dépendront non plus des valeurs que I'on peut
attribuer a 6.

Exercice 2:
Soit le modéle AR(2) suivant :
Yt=Yt.1'O,21 Yt—2+Et

a) Ce modele est-il stationnaire ? inversible ?
b) Calculer les coefficients U5, Uy, Y3, P4 et Ps du modele MA(2) correspondant.
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Solution 2:

a) Pour qu’un modeéle AR(2) soit stationnaire, il faut que les racines de I'équation
caractéristique soient inférieures a 1 en valeur absolue.
En utilisant I’équation caractéristique A’-A+0,21=0

1, VD —4x021
2 2
Donc A;=0,7 et 1,=0,3 sont des racines réelles et distinctes.

Les racines cherchées sont A, = =0,5+0,2

Comme |4;]=]0,7|<1 et |4;/=]0,3|<1 le processus est stationnaire.
Il est inversible parce que, par définition, tout AR d’ordre fini est inversible.

b) Pour déterminer les coefficients du modele MA(=o) correspondant a ce AR(2), on peut utiliser

le procédé des fractions rationnelles ou alternativement le systeme (L)d(L)=1.
D’abord en utilisant les fractions rationnelles, on obtient :

J=0 Jj=0

1-0,7L 1-03L
Y =¢+6¢,,+0,79,_, +0,58¢,_, +0,4¢, , +0,29¢,  +---

1
Ou en utilisant le systeme (L)d(L)=1, on obtient les relations suivantes :
W,-¢,=0
Wy W, d1—- ¢, =0
Pour j>0, on obtient I'équation en différences suivante :
V=W -, ¥y,
Comme ici $:=1 et ¢,=-0,21 ,onobtient:
=1
W,=1x1-0,21=0,79
Y;=1x0,79-0,21x1=0,58
$Y,=1x0,58-0,21x0,79=0,41
W:=1x0,41-0,21x0,58 =0,29

Exercice 3:
Soit le modele AR(2) suivant :
Y=-0,8Y:1+0,1 Y +€&;

a) Ce modele est-il stationnaire ? inversible ?
b) Calculer les coefficients Y1, U5, W3, U4 et Ys du modele MA(2) correspondant.

Exercice 4:
On dispose de la séquence suivante des coefficients d’auto-corrélation :
R:=0,70 ; R,=0,49 ; R3=0,34 ; R4=0,24 et Rs=0,17.

De quel processus AR(p) peuvent provenir ces coefficients ? Considérez uniquement des valeurs
faibles de p.

Solution 4:
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On commence par essayer d’abord un AR(1).
Comme dans un modeéle AR(1), on a $,=R; on aura le modele suivant : Y,;=0,70Y,+€;.

Dans un modéle AR(1), les coefficients d’auto-corrélation se génerent par I’équation en différences :
R=¢:R.1 sachant que Ro=1.

En appliquant la formule de récurrence précédente, on obtient : R;=0,7 ; R,=0,49 ; R3=0,343 ;
R4=0,2401 et Rs=0,16807.

Exercice 5:
On dispose de la séquence suivante des coefficients d’auto-corrélation :
R,=0,80 ; R,=0,82 ; R3=0,74 ; R4;=0,71 et Rs=0,66.

De quel processus AR(p) peuvent provenir ces coefficients ? Considérez uniquement des valeurs
faibles de p.

Solution 5:

On commence par essayer un AR(1). Mais, dans un AR(1), on a: R=¢;R.; pour 0. En prenant
¢,=R;=0,8 onaura R2=0,8 x 0,8=0,64%0,82.

Donc, ce n"est pas un AR(1).

Essayant un AR(2). Avec le systeme de Yule-Walker, on aura :

0.80 = ¢, + 0,804,
0,82 =080¢, +4,

que nous résolvons pour ¢, et ¢,, on obtient $,=0,4 et $,=0,5.
Dong, en utilisant I'équation en différence : R=0,4R.1+0,5R,
pour calculer Rs, Ry et Rs, on obtient les résultats suivants :
R3=0,728

R4=0,7012

et Rs=0,6448

qui coincident, a des petites erreurs pres, avec les coefficients données. Par conséquent, on peut
supposer qu’ils proviennent d’'un modéle AR(2).

Exercice 6:
Dans un modéle AR(2), on sait que ¢;=0,7 et R;=0,9. Peut-on déduire la valeur de ¢, ?

Solution 6:
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Dans un processus stationnaire, la premiere équation de Yule-Walker d’un AR(2) est donnée par :

Ri=d,+d;R;.

Comme on connait R; et ¢4, alors en ¢, de I’équation antérieure, on obtient :

_R-¢ _09-07_,s
R 0.9 '

¢,

Exercice 7:
Dans un modeéle AR(2), peut-on déduire la valeur de ¢, si on sait que ¢,=-0,4 et R,=0,71?
Solution 7:

Supposons que le processus cherché est stationnaire. Alors, la premiere équation de Yule-Walker
d’un AR(2) est donnée par : Ri=¢1+d;R;.

Comme on connait R; et ¢4, alors en ¢, de I'équation antérieure, on obtient :

_R—¢ _07-04
R, 0,7

é, =1,57.

Dans ce cas, on a ¢,=1,57 >1.

Par conséquent, cette valeur de ¢, ne correspond pas a un AR(2) stationnaire. Ce qui est
contradictoire avec la supposition de stationnarité faite et avec le fait que les équations de Yule-
Walker ne sont valables que si le processus est stationnaire. D’oU, on ne peut pas déduire la valeur

de ¢,.

Exercice 8:

Dans un modele AR(2), on sait que ¢,=0,8 et R,=0,6. Peut-on déduire la valeur de ¢, ?
Solution 8:

Supposons que le processus cherché est stationnaire. Pour pouvoir déduire la valeur de ¢, il sera
utile d’utiliser les deux équations de Yule-Walker correspondantes a AR(2).

Ri=d,+d;R,
R=¢1R1+d,

Dans le systéme antérieur, on connait R; et ¢; ; par conséquent, les inconnus seront R; et ¢,. Si de la
premiére équation on dégage R; et on la substitue dans la seconde ; on aura :

R2:¢11_¢]¢ +¢2

Apres des calculs by — (1 +R, )¢2 +R, -4’ =0
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Résolvons I'équation en tenant compte de que ¢;=0,8 et R,=0,6 on obtient les valeurs
¢, =1,62 et ¢, =-0,02
Auxquelles correspondent respectivement les valeurs
Ri*=-1,29 et R;**=0,78

* TR = ey . . ’
Comme ¢, ne vérifie pas les conditions de stationnarité —et en plus la valeur de R;* n’a pas de sens-,

la valeur de @, qui convient serag, =—0,02.

Exercice 9:
Dans le modele MA(2) inversible Y=g, —1,2€.,+0,32¢,,
On veut calculer les coefficients 1y, m,, M3, M4 et s du modéle AR(ee) correspondant,

a) Enutilisant la méthode des fractions rationnelles,
b) En utilisant I'égalité m(L)B(L)=d(L)

Solution 9:

a) Pour appliquer la méthode des fractions rationnelles, on doit calculer d’abord les racines de
I’équation A*-1,2A+0,32=0.
Sa résolution donne  A;=0,8 et A,=0,4.

1

Le modele peut s’exprimer comme g = Y

PESSE T (1-08LYi-04L)
Développant 1 = A + B

(1-0.8L)1-0,4L) (1-08L) (1-04L)
Ce qui donne en éliminant les dénominateurs 1=(1-0,4L)A+(1-0,8L)B
Ou encore 1=(4+B)-(0,44+0,8B)L
A+B=1
D’ou le systeme
0,44+0,8B=0
On obtient A=2 et B=-1.
P 2 1
Par conséquent g = = Y,
1-08L 1-04L

=[2>(0.8L) - > (0.4L) |1,

J=0 J=0
=Y+1,2Y,1+1,12Y,,+0,96Y;3+0,79Y4+0,65Y 5+...

b) Comme c’est un processus de moyenne mobile, I'égalité nt(L)B(L)=¢d(L) est réduite a

n(L)B(L)=1. C'est-a-dire, (1~TGL ~TC L¥~TC L2 pTCl{L“ - ) -8 - 921-*) =%

.-es‘—
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Exercice 10 :
Dans le modele ARMA(1,1) suivant :  Y=0,8Y.1+€&; +0,7&.1
On demande de:

a) Calculer les coefficients g5, Y5, Y3, Y4 et Ps du modele MA(ee) correspondant.
b) Calculer les coefficients 1y, 1,, 13, 4 et s du modele AR(==) correspondant.

Exercice 11 :

Soit le modéle MA(2) suivant : Y.=€ —01&..1-6,€:

On sait que les racines de 'équation caractéristique ~ A>-8;A-8,=0  sont  A;=0,6 et A,=0,3.
Peut-on déterminer les valeurs de 6, et 6, ?

Exercice 12 :

Soit le modéle ARMA(1,1) suivant : Y=0,6Y;.1+€; —0,6&;1

a) Calculer la fonction d’auto-corrélation.
b) Peut-on simplifier ce modele ?

Exercice 13 :
Soit le modele ARMA(2,2) suivant : Y=0,9Y:.1—0,2Y,,+&; —1,3€,.,+0,4¢,,
Peut-on introduire quelques simplifications a ce modele ?

Exercice 14 :
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Soit le modele Yt=1,8Y;1—0,81Y.,+&;

On demande de trouver la solution de I'équation en différences qui génere les coefficients d’auto-
corrélation.

Exercice 15 :
Soit le modeéle Yt=0,1Y..1+0,9Y;,+&;
On demande :

a) Analyser les conditions de stationnarité.
b) Dans le cas ol le modele ne soit pas stationnaire, peut-on faire une transformation pour le
convertir en stationnaire ?

Exercice 16 :
Soit le modele Y=Yt
On considere la transformation w=AY;

Le processus wt est-il stationnaire ?
Exercice 17 :

Soit le modele Y,=Bo+Bit+B,t +e,
On demande :

a) Ce modele est-il stationnaire ?
b) On fait la transformation w,=AY,, le processus correspondant a w, est-il stationnaire ?
c) Discuter I'inversibilité du processus résultant.

Exercice 18 :
Soit le modele Yi=(Bo+B.t)e™.
On demande :

a) Le modele proposé, est-il stationnaire en moyenne et en variance ?

b) Sion fait la transformation w;=AY,, le modele transformé est-il stationnaire en moyenne et
en variance ?

c) Dans le cas ou dans la question b) on n’a pas obtenu un modéle stationnaire, comment peut-
on transformer le modele original a fin qu’il accomplisse les conditions de stationnarité ?
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