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Exercice 1 :
Montrer que la famille (Xi, i ∈ I) de v.a. est indépendantes si, et seulement si,

E(Πi∈Jfi(Xi)) = Πi∈JE(fi(Xi))

pour toute famille finie {fi, i ∈ J} ; (J ⊂ I) de fonctions boréliennes bornées.

Exercice 2 :
Soit X1, X2, · · · , Xn, · · · une suite de v.a. est indépendantes et de fonctions de répartition
commune F (x) = P (Xi 6 x).
Soit N une v.a. à valeurs dans N∗ de fonction génératrice g.
[On rappelle que la fonction génératrice g est définie par g(s) = E[sN ] =

∑
n∈N∗ sNP (N = n)].

Montrer que si N est indépendante des (Xn)n, alors Max(X1, X2, · · · , XN) est de fonction de
répartition goF

Exercice 3 :
Soit X une v.a. intégrable définie sur (Ω,A, P ). Montrer que :

1. Si la sous-tribu B de A est indépendante de X, alors EB(X) = E(X) p.s.

2. Si Y est une v.a. sur Ω, alors il existe une fonction g : R → R mesurable telle que :
E(X/Y ) = g(Y ) p.s.

Exercice 4 :

1. Montrer que, si X est une v.a. intégrable, Y une v.a. bornée et B une sous-tribu de A,
alors :

E(Y E(X/B)) = E(XE(Y/B))

2. On dit que (Xn)n ⊂ L1 converge faiblement dans L1 vers X si, et seulement si, E(XnY )
converge vers E(XY ) pour toute v.a. bornée Y .

Montrer que cela implique que (E(Xn/B))n converge faiblement dans L1 vers E(X/B)
pour toute sous-tribu B de A.

3. Soit X une v.a.r. de carré intégrable. Montrer que :

V ar(E(X/B)) 6 V ar(X)

4. Soit X et Y deux v.a. r. telles que E(X2) < +∞ et E(Y 2) < +∞. On définit

V arB(X) = EB(X − EB(X))2.

Montrer que V ar(X) = E(V arB(X)) + V ar(EB(X)).
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Exercice 5 :

1. Soit B1 et B2 deux sous-tribus de A. On note B = B1 ∨ B2 la tribu engendrée par la
classe B1 ∪B2. On considère une v.a. r. Y telle que E(|Y |) < +∞, et on suppose que les
tribus σ(Y ) ∨ B1 et B2 sont indépendantes.

Montrer que E(Y/B) = E(Y/B1) p.s.

2. Soit (Xi) une suite de v.a.r. indépendantes, de même loi telles que E(|Xi|) < +∞, on
pose Sn = X1 + · · ·+Xn.

Montrer que pour tout n : σ(Si; i > n) = σ(Sn, Xn+1, Xn+2, · · · ).
Déterminer E(X1/Sn, Sn+1, · · · ).

Exercice 6 :
Soit B1,B2 et B3 trois sous-tribus de A telles que B1 ∨ B2 soit indépendante de B3.

1. Montrer alors que B1 et B3 sont conditionnellement indépendantes connaissant B1,B2.
2. En déduire que si on a B1 ⊂ (B2 ∨ B3) alors B1 ⊂ B2

Exercice 7 :
Soit (Xn)n une suite de v.a.r. indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.), avec E(Xi) = µ
et V ar(Xi) = σ2. Soit N une v.a. entière, indépendante des Xi avec E(N) = ν et V ar(N) = w.
On pose Sn = X1 + · · ·+Xn.

1. Montrer que E(Sn/N = n) = E(Sn).

2. En déduire E(SN) et V ar(SN).
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