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Probabilité conditionnelle :

Définition :

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé et soit H € A avec P(H) > 0. On
définie la probabilité conditionnelle par :

P(AN H)

P(A/H) = Pu(4) = 5

L’espace (€2,.A, Py) est bien un espace probabilisé; Py (.) = P(./H) est
bien une probabilité.

v

Preuve :
Q@ 0<Py(A) <1, VAe A
P(HNQ) _ P(H
@ Pu() =5 = i =1
o PHN(UR A) _ 32, P(HNA) _ oo
@ Pu(Ux,4;) =2 %%H ) — 2 IP(EJ)Q )= Y, Pu(A)
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Probabilité conditionnelle :

Remarque :

Soit A1, Ay € A avec P(A1) > 0 et P(Ay) > 0. Alors :
P(Al N AQ) = P(Al/AQ)P(AQ) = P(AQ/Al)P(Al)

v
Théoréme :

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé.
Soit Ay, Ao, .-, A, € A avec P(ﬂ?;llAi) > 0 alors :

P(N[_1A;) = P(A1)P(Ay/A1)P(A3/A14s) - - - P(A, /) NI Ay)

N,

Théoréme de Bayes :

Soit (Hp), une suite d’événements disjoints de A tels que P(H,) > 0;
n=12,... et U2 H, = Q. Soit B € Aavec P(B) > 0, alors :
P(H;)P(B/Hj)

P(H;/B) = S (i) .P(B/ )’ ji=1,2,...
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Indépendance des événements :

Définition :

Les événements A et B sont dits indépendants si :
P(A/B) = P(A) avec P(B) >0

et P(B/A) = P(B) avec P(A) >0

@ A et B indépendantes <= P(AB) = P(A).P(B)
© A et B indépendantes <= A et B indépendantes

@ A et B indépendantes <= A et B indépendantes
@ A et B indépendantes <= A et B indépendantes
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Indépendance des événements :

Les événements A1, As,--- , A, sont dits indépendants si :

P(Aiy Ay - Ayy) = P(Ai ) P(Ay) - - P(Aij);§ = 2,3, ...

Dans le cas de trois événements A, B et C, on a : A, B, C sont
indépendantes (dans leur ensemble) si, et seulement si,

P(AB) = P(A)P(B)
P(AC) = P(A)P(C)
P(BC) = P(B)P(C)
P(ABC) = P(A)P(B)P(C)
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Indépendance des événements :

Conséquences :

© L’indépendance implique I'indépendance deux & deux. Pourtant,
I’inverse n’est pas vrai.

Q@ Ay, Ay, -, Ay indépendantes

A, A9, -+ A1, A, indépendantes

Ay, Ay, - A,_1, A, indépendantes

A, Ay, -+ A,_1, A, indépendantes
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Couples de variables aléatoires :

Lois conditionnelles :

Soit (X,Y’) un couple de v.a. discrétes.
Soient A ={X =z;} = {(x;,y) : —00 <y < +o0} et
B={Y =y;} ={(z,y;) : —oo < x < +00} qui sont des événements.
Supposons que P(B) =p_ > 0. Alors on a :
Dii
P(A/B)=P(X =x;/Y =y;) = pﬂ = Py;

J
Pour Jj fixé, nous avons : P(X =z;/Y =y;) >0 et

ZP =2;/Y =y;) = 1.
A1n51 P(X = x;/Y =y;) pour j fixé, définit une loi de probabilité.

Soit (X,Y’) un couple de v.a. discrétes.

Si P(Y =y;) > 0, la fonction P(X = z;/Y =y;) = %, pour j fixé est
.

dite distribution ou loi de X conditionnée par la valeur Y = y;.
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Couples de variables aléatoires :

Lois conditionnelles :

Dans le cas continue : Soit (X,Y) un couple de v.a. continues.
Puisque P(X =) = P(Y =y) = 0; Vz,y, les probabilités

P(X <z/Y =y) et P(Y <y/X = x) ne sont pas définies.

Supposons que Py —e <Y <y+¢) > 0 pour € > 0 et considérons la
probabilité conditionnelle suivante :

PX<zy—e<y<y+e)
Ply—e<Y <y+e¢)

PX<z/y—e<Y <y+e¢e)=

Définition :

La distribution de X conditionnée par Y = y est définie par :

Fxy(z/y) = 61_1)1& PX<zly—e<Y<y+¢e)

si cette limite existe.
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Couples de variables aléatoires :

Lois conditionnelles :

La densité de X conditionnée par Y = y est une fonction positive
Fxyy (/) telle que

Fyxyy(z/y) = /_x fxyy (t/y)dt Vz € R

Pour y fixé, on voit effectivement que : fx/y(z/y) > 0 et
J23 Fxpy (@/y)de =1

. P(X<zy—e<Y <y+e)
Or, F —
' () = B Y ey — eyt )

S ULE fluv)dv)du ¢ = I f(u, v)dv)du

1m = 111m
e—0t ;j; f2 (U)dy e—0t 2—15 yyj_; f2(v)dv
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Couples de variables aléatoires :

Lois conditionnelles :

_ Lo flwy)du ot flu,y)
Pxpylefy) = =50y = /_oo ( fa(y) ) .
Donc, Pt/ =150 i) o

D’ou le théoréme :

Soit f(x,y) la densité de (X,Y) et soit fa(y) la densité marginale de Y.
La densité de X conditionnée par Y = y existe et elle est donnée par :

fX/Y(x/y) = ff(z(y)

ou (z,y) est un point de continuité de f et fa(y) > 0 et elle est continue
aussi.

v
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Couples de variables aléatoires :

Lois conditionnelles :

Remarque :

/ " fuy)du = fa(y)Fxy(@/y)

et

A= [ :O < /- f(u,y>du) ay= | e

— 00
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Indépendance de deux variables aléatoires :

X et Y sont dits indépendantes si F(z,y) = Fi(z).Fy(y), ¥(z,y) € R?

Si X et Y sont indépendantes et si a < ¢,b < d sont des réels, on a :
Pla<X<eb<Y <d) =Pla<X<c¢)Pb<Y <d)

Preuve :
Pla< X <¢b<Y <d)=F(ec,d) — F(c,b) + F(a,b) — F(a,d)
= Fl(C)FQ(d) — Fl(C)FQ(b) + Fl(a)FQ(b) — Fl(a)Fg(d)
= [Fi(c) — Fi(a)] [F2(d) — F2(b)] = Pla< X <¢)P(b<Y <d)
|
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Indépendance de deux variables aléatoires :

@ Les v.a. discrétes X et Y sont indépendantes si, et seulement si,
P(X = xi,Y = yj) = P(X = CCZ)P(Y = yj);Vz',j
© Les v.a. continues X et Y sont indépendantes si, et seulement si,

f(z,y) = fi(2).f2(y); V(z,y) € R?

Preuve :

(1) D’apreés le lemme 1, si on fait tendre a vers c et b vers d, on a
P(X =¢,Y =d) = P(X = ¢).P(Y = d).

Réciproquement, Soit F(z,y) =Y 5 P(X = x;,Y =y;) ol
B={(i,7) : z; < z,y; <y}. Alors,

F(xz,y) => 5 P(X = ;).P(Y = yj;) (Par hypothése)

= Sarza | Ly PO = 9)| P(X = 21) = Fa(w). Fa(y).
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Indépendance de deux variables aléatoires :

Preuve :
(2) Supposons que X et Y soient indépendantes, alors

F(z,y) = Fi(z)F2(y)

2F(z
T~ 2 r) g R = ) )

Réciproquement, Supposons que f(z,y) = fi(z).f2(y). Alors, on a :

F(z,y) //fuvdudv—/ falv (/ filu du)dv—

= Fi(z)F2(y) n

= f(z,y) =
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Indépendance de deux variables aléatoires :

Soient X et Y des v.a. indépendantes. Alors :

Py x(y/x) = Fa(y), Yy et Fy,y(z/y) = Fi(z), Vz

En effet,

Fyx(y/x) = / " fy byt = / " h(t)dt = By(y)

Fy(afy) = / " pay ()t = / " A()dt = Fi(x)
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¢ variables aléatoires :

Les v.a. X et Y sont indépendantes si, et seulement si,
P(X € B1,Y € By) = P(X € By).P(Y € By), quels que soient les
ensembles de Borel By et Bs.

Preuve :

Ce théoréme est une généralisation du lemme précédent, puisque un
ensemble de Borel peut étre obtenu par un ensemble dénombrable
d’opération de réunion, intérsection et différence d’intervalles. On peut
établir le résultat du théoréme par le dit lemme aprés ces opérations.
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Indépendance de deux variables aléatoires :

Soient X et Y des v.a. indépendantes et soient f et g deux fonctions
Borel-mesurables. Alors f(X) et g(Y') sont indépendantes.

Preuve :

P(f(X) <a,9(Y) <y)=P(X € f]—00,2],Y € g7'] = 00,y])

=P(X € f Y —o00,2]).P(Y € g'] — 00,4])
= P(f(X) <).P(g(Y) <)
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endance de plusieures variables aléatoires

Les v.a. X1, X9, -+, X, sont dites indépendantes si :

n

F(:L‘lal?a”' 71:71) — HFZ(mZ)v V(l']_,$'2,"' 71'?1) S Rn
=1
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