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Corrigés de la série n° 4

Exercice 1 :
Soient (£2,.A, P) un espace probabilisé et A et B deux événements de A.
1.OnaA=ANQ=AN(BUB)=(ANB)U(ANB)
Alors, P(A) = P(ANB) + P(AN B)
~ P(A)P(B) + P(AN )
Donc P(AN B) = P(A) — P(A)P(B)
P(A)(1 - P(B))
(A)P(B)
D’ou l’equlvalence a démonter puisqu’on a procédé par des égalités.
2. PANB)=P(AUB)=1- P(AUDB)
=1—P(A)— P(B)+ P(AnB)
=1—P(A)— P(B)+ P(A)P(B)
— P(A) - P(B)(1 - P(4))
= P(A)P(B)

D’otu I’équivalence a démonter puisqu’on a procédé par des égalités.

Exercice 2 :

On démontre la formule par récurrence.

Pour n =1; P(A;) = P(4)

Pour n = 2; P(A1 N Az) = P(A1/A2)P(A2) = P(A2/A1)P(Ar)

Supposons la formule vraie a U'ordre (n — 1) et on montre qu’elle est vraie a 'ordre n. On écrit :
P(Mi_, Ay) = P(M5M AN A,)

= P(A,/ N5 Ay).P(NEZ] Ay
= P(A1)P(Ay /A1) P(A3/A1Ay) -+ - P(Ap_y/ MPZ7 A)P(An ) NP Ay)

D’ou la formule.

Exercice 3 :
On dit qu’'une v.a. X a valeurs entieres positives suit la loi géométrique de parametre p avec
0<p<l,siVke X(Q)={1,2,--- ,n,---}

P(X=k)=p¢" ", avec q=1—1p
Montrons que la loi géométrique n’a pas de mémoire :
PX>2k)=PX=k+PX=k+1)+

=p¢" " (1+q+-)



_pq k=1
=T ;=7 >
don PX>2k+ky X >ky+1)
2 K+ Ko, X =2 Ko+
PIX>2k+ky/X >ky =
( + 0/ > 0) P(X>k0+1)
P(X > k+ ko)
= k>1
PX >kt 1) (car k> 1)
B qk‘-i-k:o—l k1
= qko _q
Conclusion :

Exercice 4 :
Calculons P(Y = k).

o n U - N k oo i A1 — n
:nz_'e_ Cop*(1—p)" " =e (%) ;Cn( ( n!p))
e p Ve =p)"

F(1Tp) Z (n —k)!

Changement d’indice n — k = 7,

P(Y =k) = % <1p%p)kiw _ % (L)k/\k(l_p)ki)‘j(l.'—p)j

s 7! 1—p
€ " k\k (AL =p) e k_A1-p) _ (Ap)* _»
PN LT S et = e
Donc Y ~ P(Ap).

Exercice 5 : . -
On montre que P(X =m/X +Y =n)=C™ ( A1 ) (1 L)

n \ Al+Ag IPNESY

Soit m,n € Z* avec m < n. On a :

p(X:m/X+Y:n):P(X:m,Y:n—m):P(X:m)_p(yzn_m)

P(X—I—Y:n) P(X—i—an)
P e T (i) e
AP AT A1 " A1 nem
:Cmchm 1-— ; :07172a”'7
"Ont )" (A1+)\2) ( M +>\2) " "



Exercice 6 :

D’abord, on doit savoir que si X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p), avec X et Y deux v.a. indépendantes,
alors, X +Y ~ B(n+m,p).
En effet :

Comme X et Y sont indépendantes, on a :

P(X+Y =8)=) P(X =a).P(X =)

oun A={(a,0)/0<a<n,0<b<ma+b=p}.

P(X+Y =)= Cip"(1—p)" “.Chp"(1—p)""
A

P(X +Y = 5 Z Ca a+b >n+m7(a+b)

Or 32, Cr.Ch = ZHTH; 0 Cn-Ch =30 ChOp° =Cy,

n+m

En effet :
Considérons (1 4+ )" = (1 + x)".(1 + x)™.

n-+m

1_|_xn+m Z n+m

n

(1+2)" = Z Cial

=0
(14 2)™ Z}%y

n+m ~k _ n [ 5§
On a donc Y 07" Cp af =370 (Chat. 3" Cha
En identifiant les coefficients de z*, on peut écrire :

j =k—i
n+m n

D’oll, en prenant : =a, j =bet k=3, C, n+m =>"_,CaCE~ On en déduit que :
P(X +Y =) = Clip’(1 - p)+" "

ie. X +Y ~ B(n+m,p).
Calculons, maintenant, P(X = a/X +Y = ).
X et Y étant indépendantes, on peut écrire :

P(X=a,X+Y =5
P(X+Y =p)

P(X=a/X+Y =p)=

_ PX=a/Y=8~-aqa)
 PX+Y=§)

3



_ Cap(L—p)" Oy opP (1 — p)m e

n C’f+mp5(1 — p)rtm=5
~CaCl PP (1 = p)rim P
Ot (1— p)imes

Soit P(X =a/X +Y =) = ngﬁm
n+m

On voit, donc, que la loi de X conditionnée par X +Y = [ est hypergéométrique de parametres
n+m, n et 5 (que 'on note par H(n + m,n, 3)).

Exercice 7 :
Consideérons la loi trinomiale :
n!
: n—r—y

PX =2Y=y)= P y),p”fpé’pg :

ou (z,y) € Z3 et p; > 0 avec p1 + ps + p3 = 1.

1. La loi marginale de X est donnée par :

— n!
P(X=x)=>)_ pivspy Y
ll(n — z — )
s zlyl(n —x —y)!
n! e () L.
-~ al(n— 91;)!p1 ; yln —x — y)!p2p3

= Czpf(]% +p3)n—r — C’ﬁpff(l _ pl)n—x; T = 0’ 17 SR ()
Cest-a-dire X ~ B(n, p1).

2. La loi conditionnelle de Y par X = z sera :

(n—z)! pr \V (s \"Y o e
P(Y =y/X =) ={ ln-a—y)! (1_21> (1_:;1> st y=0,1,---,n—z
0 autrement

pz)

Dong, c’est une loi B(n — «
’ T



