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Exercice 1 :

1. A est une tribu sur €, alors 2 € A.
Mais, A est stable par complémentaire (VA € A, A° € A).
Donc Q¢ = € A.

2. Soit (A;)ies une famille dénombrable d’événements de \A.
Mier Ai = (UieI A;':)c'
VieI,ona: A€ A
et on a | J,.; A € A (car A tribu, stable par réunion dénombrable).
alors (UU;c; AS)° € A (stabilité par complémentaire)
dott ()., A€ A
3. (a) soit Aec Aet Be A, alors B € A
par suite A — B = AN B° € A (par 2° précédente)

(b) AAB = (A — B)U (B — A) € A par stabilité par réunion dénombrable et par
différence.

Exercice 2 :
Soient A; et Ay deux tribus sur €.
Soit A = A; N A, la famille composée des ensembles qui appartiennent a A; et a As.
La famille A est une tribu si :
— Qe A, cequiestlecascar Q € A et w € A,
donc Q2 € A, N Ay, = A.
— La famille A est stable par passage au complémentaire : si A € A, la stabilité des tribus A;
et A, par passage au complémentaires implique que A° € A; et A € As.
Donc A€ A1 N Ay = A.
— La famille A est stable par intersection dénombrable : si A; € A, la stabilité des tribus A,
et A, par intersection dénombrable implique (), 4; € A; et ), 4; € Ao,
donc (N, 4, € 41N Ay, = A
Les autres propriétés résultent des précedentes : 'ensemble vide appartient a A car c’est le
complémentaire de ); la famille A est stable par réunion dénombrable car en passant au
complémentaire, on a | J; A; = (), 4A9)° € A.
La réunion de tribus n’est pas une tribu. On peut considérer un contre-exemple.
Soit Q = {0,1,2}
Prendre A; = {0,{0},{1,2},{0,1,2}}
et Ay = {0,{1},{0,2},{0,1,2}}
A; U Ay nest pas une tribu, car {0,1} = {0} U {1} ¢ A; U A,



Exercice 3 :

Soit 2 un ensemble

ACP(Q)

CCP(Q) avec A CC

Rappel (Tribu engendrée par une classe) : Soit C une classe des parties de 2. L’intersection de
tous les tribus contenant C est appelée la tribu engendrée par C et elle est notée o(C).

o(A) est la tribu en gendrée par A ¢’est-a-dire o (A) est I'intersection de tous les tribus contenant
A.

0(C) est l'intersection de tous les tribus contenant C.

AcCCco(C).

Donc A C ¢(C).

d’ot1 o(C) est une tribu contenant A.

Donc a(A) C o(C).

Exercice 4 :

1. On a P(AB) = P(A)P(B)
mais A C B, donc AB=A
d’on P(A) = P(A)P(B)
si P(A) # 0, alors P(B) =1
sinon P(A) =0

2. P(AA)=P(A) = P(A)P(A)
donc P(A) =0ou 1

3. Soit B un événement. A-t-on P(AB) = P(A)P(B)?
Si P(A) =0, alors P(A)P(B) =0
et AB C A, donc P(AB) < P(A) =0,
alors P(AB) =0, d’ou A et B sont indépendantes.
Si P(A) =1, alors P(A°) =0, comme A°B C A°, P(A°B) < P(A°) =0,
donc P(A°B) =0 = P(A°)P(B), d’'ou A° et B sont indépendantes
et par suite A et B sont indépendantes.

4. 11 suffit de prendre deux événements A et B inépendantes avec 0 < P(A) < 1. Alors A

est indépendante de B et B est indépendante de A, mais A n’est pas indépendante d’elle
méme (d’apres 2°).

Exercice 5 :

On définit les événements suivants :

X = {boule passée de A en B est blanche}

Y = {boule passée de A en B est noire}

N = {boule tirée de B est noire}

On demande P(X/N). D’apres le théoreme de Bayes :

P(N/X)P(X)
(N/X)P(X) + P(N/Y)P(Y)

P(X/N) = -



Exercice 6 :
D’abord P > 0, car a > 0 et ae™** > 0; (VY > 0), donc f(x) > 0; Vo > 0.
Et P(R) = [, f(x)dz = [T f(x)de = [°_ f(z)de+ [ f(a)de = 0+ [—e ] =041 =1
En suite P(B) = [, f(x)dz < [ f(z)dx =1
D’autre part, considérons une suite (A,), d’événements boréliens deux a deux disjoints et de
réunion A.
On a, alors fIa=> f 14, (propriété de l'indicatrice (*))
P(A) = [ f(z) - Ta-de= [, f(z) 14,dx

=>, [ f(z) -Ia,dz  (dapreés le théoréme de monotonie de Beppo-Levi)

= Zn P(An)
d’ou P est une mesure de Probabilité.
(*) Rappels sur la fonction indicatrice d’un événement A :
Définition : L’indicatrice d’'un événement A,

QO —{0,1}

1 si we A

M“):{o si wé A

Proposition : Soit (£2,.4) un espace mesurable. Alors,
I4 est une fonction mesurable & A € A.
Donc : [4va. < Ac A

Proprités :
1. ACB=1,<Ip
2. [ye=1-14
3. Tunp = min{lly, I} =14 x Ip
4. Taup = max{Iy, Ip} = Iy + I — Iy x I
5. Tyap =I4+1p — 2[4 xIp
6. Taxp(x,y) = 1a(z)p(y) , pour tout (z,y) € N?

Cas particuler de 4° : Si A et B sont disjoints, alors
Taup =14+ 15

En effet, si z € A alors x ¢ B

Donc I4(x) =1; Ip(z) =0 et Iaup(z) =1

Par conséquent, [4(x) + Ig(z) =1 = laup(z)

De méme, si z € B; [4(z) + 1p(z) =1 =1aup(x)

Exercice 7 :
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a. définie sur (2,.A).

1. Montrons que X? et + si {X =0} = 0 sont aussi des v.a.
Eneffet; {(X? <z} ={-V/or <X < Vz}e A

1 1 1
ém}:{ygx,X<O}+{Y<x,X>0}+{Y<x,X:O}

={zX <1}N{X <0} +{zX > 1} n{X >0}



{X <0} si =0
{(X<Hn{X<0}+{X N{X >0} si >0

{ 2%}
{X>%}H{X<O}+{X<—}H{X>O} siox<0

x
(Z)
Donc % variable aléatoire.
2. Soient maintenant a et b deux constantes réelles. Montrons que aX + b est une v.a. sur
(Q,A).
En effet, {w:aX(w)+b <z} = {aX(w) <z —b}
{X < %’} cA sioa>0
X ={X<Ztred sioa<0
) Q si a=0etz—0>0
0 si a=0etz—b<0

3. Soit F' la fonction de répartition de X. Calculons les fonctions de répartition de | X| et de
aX +b.

En effet, ¢ P{|X| <y} =P{-y< X <y}

y <
() = F(=y) + P{X = —y,y > 0}

o P{aX +b< y}—{ } ;z:{ Zig

[ F(&Y) si a>0

_{1—F(yTb)+P{X:yTb} sia<0

Exercice 8 :
Soit 'indicatrice 14 de I’événement A telle que P(A) = p. Sa loi de probabilité est donc donnée

par le tableau suivant :
zi=Isw)| 0 |1
Plly==z)|[1—p|p
Si on veut calculer son espérance mathématique, elle sera E(I4) = 0x(1—p)+1xp =p = P(A)

Donc P(A) = E(I4)
La fonction de répartition de l'indicatrice I4 de I’événement A telle que P(A) = p.

0 pour z < 0
F(z) =PIy <z)=Pw/ljw) <z)=< 1—p pour0<z <1
1 pour x > 1
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Exercice 9 :
X est une variable aléatoire continue de densité fx.

Y = kX avec k > 0; donc aussi une v.a.

Considérons les fonctions de répartition Fy de X et Fy de Y.
Ona: Fx(z) =P(X <z)et Fy(y) =P(Y <vy)

Fy(y) = P(kX <y) = P(X < ) = Fx(})

k
dFx(

)N d Z
drot fy(y) = P50 — LK)

e | fy(y) = 3 fx(z)
Autre méthode : Y = ¢(X) avec ¥(z) = kz

' (x) = k > 0, donc ¢ est continue et strictement croissante.
vy = Fet (7)) = ¢

alors fy(y) = %fx(%) = %fx(x).

Vérification :

o fy(y) =0car + >0et fx (£) >0

o [ fvly)dy =1 " fx (L) dy =1 [T fx(x)kde = [T f(a)dr =1

Exercice 10 :

X(92)={1,2,3,4,5,6}

Y =24 X? est aussi une v.a. discrete :
Y () ={3,6,11, 18, 27, 38}

*Siy ¢ Y(Q); P(Y =y)=0

eSiyeY(Q); P(Y =y)=P(X=\y—2)=3
La fonction F' de répartition de Y est :

sty <3
si3<y<6
si6b<y <11
sill <y <18
si 18 <y <27
si 27 <y <38
siy = 38
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Exercice 11 :
. PIX Z2a+z)=P(X <a—1x)
= F(a—x)
et PIXZ2a+2)=1-PX<a+z)=1—(P(X<a+z)—-PX=a+12))
=1-PX<a+z)+PX=a+z)=1-F(a+2)+P(X =a+2)
Donc F(a—z)=1—F(a+z)+ P(X =a+x)
2. Dérivons par rapport a z, on obtient : —f(a — ) = —f(a+z) = f(a —x) = f(a + x)
3. B(X) = [*7 af (w)de
E(X —a)= ["Z(x—a)f(z)dz = E(X) —a
Par le changement de variable v —a =y = dx = dy
B(X —a) = ["Zyf(y+a)dy = [T yf(a—y)dy



onposea—y=z=y=a—=2

B(X —a) = - [(a - 2)f(2)d:

= —l—fj;o(a— 2)f(2)dz = a— E(X)
E(X)—a=a—E(X)=2E(X)=2a
= FE(X)=a



