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Exercice 1 :
1. (a)
lim inf A, = [ J([") 4)

n>1 k>n
alors la suite d’événements ([, Ax)n est croissante et lim inf,, A, = lim,(,, Ax)-
On adonc P(liminf, A,) = P(lim,(,s, Ax)) = lim, P((;>, Ax) = liminf,, P(,,, Ax)-
Orvn>1,ona: (s, Ax) C A,
d’ott P((s, Ax) < P(A,). Prenons la limite inférieure des deux cotés, on a :
liminf,, P((,>, Ax) < liminf, P(A,)
Il en résulte : P(liminf, A,) < liminf,, P(A,)

limsup A, = ﬂ(U Ay)

n>1 k>n
alors la suite d’événements (|-, Ar)n est décroissante et lim sup,, A, = lim, (>, Ax)-
On a donc P(limsup,, A,) = P(lim,(U,, 4x)) = lim, P(U,, 4x) = limsup,, P(,,, Ax)-
OrvVn=>1,ona: A, C (U, Ar)
d’ott P(A,) < P(U;s, Ar)- Prenons la limite supérieure des deux cotés, on a :
limsup,, P(4,) < limsup, P(U,, 4r)
I1 en résulte : limsup,, P(A,) < P(limsup,, A,)
2. (a) B—liminfA, =B~ SHAED

n=1l k>n

(b) B — limsup A, = B — MU Ax)

n=1 k>n



Exercice 2 :

1. Pour tout réels z,x,--- ,x,, on a ’équivalence

max r; < r < Vi,r; < .
1<i<n

On en déduit 1’égalité des évenements

(M, <2y = [ {Xi<a},

et, les variables X; étant indépendantes, on obtient

P{M,<z}= ] P{Xi<a}= Fy(x)

1<i<n 1<ign
2. Pour le min des X;, I’équivalence

min x; > r < Vi,r; > x
1<i<n

donne 'égalité des évenements
{m, >z} = (] {Xi>a},
1<i<n

puis

P{m,<z}=1- [ P{X;>2}=1- ] (1 - Fi(x)).

1<i<n 1<i<n

3. De méme pour I'évenement {z; < m, < M,, < x2}, on a :

{1 <m, <M, <3} ={x1 <mp} N {M, <z} = ﬂ {1 < X; < 22}

1<i<n

D’ou, par I'indépendance des X;,

<N

P(zxy <m, < M, < x3) = H (Fi(z2) — Fi(x1)).
1<i<



Exercice 3 :
1. On a:

]' e zt:r——
ox(t) = —\/ﬁ dz

Il y a plusieurs méthodes pour calculer cette intégrale :
Premiére méthode est la méthode vue dans le cours :

Comme
+00 z2
/ e 2z gintxdr =0,
alors :
(t) ! / - d
x(t) = — e 2 costx dx
7 V2T ) oo
et
1 +o00 2
Py (t) = ——— re~ 2z sint x dx

Une intégration par partie donne

, 1 /+°° (o
t) = — sint x (e’7>
@X( ) \/ﬁ -

donc
+00 2
() = —t—— e~ 2 costxdr = —tpx(t

QOX \/ﬂ/ QOX( )
On en tire gi—g =—t ou [n @X(t)]/ =—t
Ce qui implique

—¢2
Inpx(t) = - +c.

—t2

Comme px(0) =1, onac=0et px(t) =ecz .

g2
Deuxieme méthode est la méthode vue en T.D., on a px(t) = = f+°o e 5 dr

V2 J—00
+oo 0 i+ 2
e_de
TL'

= e 2
‘ 2nn!
n=»
2
. P +0o0 _ . /
Le calcul de I'intégrale Iy, = \/%TT I r?e~"T dx se fait par récurrence sur n (lo,_; est

nulle puisque c’est I'intégrale sur R d’une fonction impaire).
Pour justifier I'interversion de la somme et de 'intégrale, il suffit de vérifier que I'intégrale :

|Zt$|n clizl =2 g

I e I



est finie. Mais,

+o00o " | ZQd 2 “+oo |t| ZQd
— e e T dy = —— e T dx
\ 2T /oo \/27T/0

2 +o0 % —%(1_‘t|)2d < 2 L
= —— ez2e I X Z€
vV 2 0

Troisieme méthode : Un argument d’intégrabilité permet de montrer comme précédemment
que la fonction g(z) d’une variable complexe z définie par :

1 too 22
g(z) = E/ efe T dx

est développable en série entiére de rayon de convergence infini. Or g(z) se calcule aisément
par un changement de variable réelle si z est réel. En effet, on a, alors :

]' e 2T 7ﬁ 1 oo £ ,(2—2)2 ﬁ
— efem 2 dr = — eze 2 drxr=e>?
V2T J_so V2T J—so

22

Les deux fonctions analytiques ¢g(z) et e~ 2 sont égales pour toute valeur réelle de z. Elles
sont donc égales sur C, d’ou en particulier pour z = it avec t réel :

+2

pox(t) =g(it) =e 2

. SiY ~ N(m,o), on peut représenter Y sous la forme Y = 0 X +m ot X ~ N(0,1); d’on

—t20‘2

itme 5

Py (t) = Yoxim(t) =€

La dérivée @ (t) s’écrit
) 42,2
&y (1) = (im — to?)e™e ™2

et B(Y) = 1¢4(0) = m.
La dérivée oY (t) s’écrit

2,2

. t20'2 . +
g0/}//(15) — _O_Qeztme + (ZTTL - tO_Z)Qeztmf >

et B(Y?) = 5¢4(0) = —(—0? + i*m?) = o + m?
La variance Var(Y) est donc Var(Y) =oc?+m?> —m? = o
. Soit X1 ~ N (my,01) et Xo ~ N (ma,09), indépendantes, alors

2

itmlfa%t2/2€itmgfa§t2/2 _ eit(m1+m2)7(a%+ag)t2/2

PX1+X2 (t) = ¥x; (t)SDXQ (t) =€

et comme la fonction caractéristique caractérise la loi, X1 + Xy ~ N (my +ma, /0% + 03)



