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& X"’.Remarque:laquestionsl.etlsontindépendanta.
N Seit (2,4, P) un espace probabilisé.
1. (8) Soit (A1, A2) € ([0, 4o00])%.
Soit X et X, deux variables aléatoires définies sur (2, A4, P).
On suppose que X; et-X, sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de paramétres respectifs ),
et Ag. g
Déterminer la loi de X; + X;. i
(b) En déduire I’espérance et la variance de X1+ X;,.
2. Soit p € [0,1]. Soit A € [0, +00[.
Soit X et Y deux variables aléatoirés définies sur (Q,4,P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de paramétre .
On suppose que X () = N et que, pour tout m € N, la loi conditionnelle de X sachant (Y =m) est une loi

binomiale de paramétre (m, p).
Déterminer la loi de X.

X1 sitNen.

N Soitp€]0,1[. Onpose g=1-p. _
On considére N variables aléatoires Xi1,X3,--- , XN définies sur un méme espace probabilisé (2, A4, P),
mutuellement indépendantes et de méme loi géométrique de paramétre p.

1. Soit i € [1,N]. Soit n € N*.
Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).
2. On considére la variable aléatoire Y définie par Y = lgjgN(X‘)

C’est-a-dire Yw € Q, Y (w) =.min(X1(w), *+ ;XN (w)), min désignant « le phus petit &lément de ».
(a) Soit n € N*. Calculer P(Y > n).

En déduire P(Y < n), puis P(Y =n).
(b) Reconnaitre la loi de Y. En déduire E(Y).

EX '; . Une secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.
\~~ On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est r(pelo,1].
- Soit X la variable aléataire représentant le nombre de correspondants obtenus.
1. Donner la loi de X. Justifier.
2. La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n — X correspondants qu’elle
n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.
(2) Soit i € [0,n]. Déterminer, pour k € N, P(Y = k| X =1).
(b) Prouver que Z = X +Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.

Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, Végalité suivante : (: : :) (?) = (,:) (:) ‘
(c) Déterminer Pespérance et la variance de Z.

/E\X/‘{- XetYsontdeuxvariablsaléatoirsindépendantaetavaleursdansN.
Ellesmﬁventlaméme.loidéﬁniepar:VkeN,P(X.:k):P(Y=k)=pq" olpel0,lletg=1—p.
OnconsidérealorslesvariablesUetVdéﬁniesparU=mp(X,Y)etV=inf(X,Y).

1. Déterminer la loi du couple U, v).
2. Déterminer la loi marginale de U.

On admet que V() = N et que, V1 € N, P(V =n) =pg®*(1+q).
-3. ProuverqueW=V+lsuit-uneloigéométrique.

En déduire I'espérance de V.

4. U et V sont-elles indépendantes ?



EX (‘. 1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv.
N 2. Soit (Yn) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi et admettant un

n
moment d’ordre 2. On pose S, = Z Y

b=l
== = B(}) >a) < Y3
n Py

3. Application : On effectue des tirages successifs, avec remise, d’
boules rouges et 3 boules noires. ’ remise, d’une boule dans une urne contenant 2

A partir de quel nombre de tir ;
ages peut-on garantir a plus de 95 i
obtenues restera comprise entre 0,35 et 0,457 plus de 95% que la proportion de boules rouges

Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure l'issue du i¢®e tirage.

Prouver que : Va € |0, 4+, P(

X C . Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et & valeurs dans N.
~——~ On suppose que la loi du couple (X,Y) est donnée par :
V(7)) eNL, P(X=9)N(Y =7)) = PR

1. Déterminer les loisde X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire 'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer 'espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4. Calculer P(X =Y).

Eﬁ%‘« “Sait (©, A, P) un espace probabilisé.
1. Soit X une variable aléatoire définie sur (2, A, P) et & valeurs dans N.
On considére la série entidre »  ¢"P(X = n) de variable réelle t.
On note Rx son rayon de convergence.
(a) Prouver que Rx > 1.

+o0
On pose Gx(t) = Et"P(X = n) et note Dg, I'ensemble de définition de Gx.

n=0
Justifier que [-1,1] C Dgy-
Pour tout réel t fixé de [—1, 1], exprimer Gx(t) sous forme d’une espérance.

(b) Soit k € N. Exprimer, en justifiant la réponse, P(X = k) en fonction de GS?) (0).
2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de parametre A.
Déterminer Dg, et, pour tout t € Dgy, calculer Gx(t).
(b) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes et suivant

des lois de Poisson de parameétres respectifs A; et Ag.
Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loide X +Y.





