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Introduction : Suites infinies d’événements

Limites de suites d’événements :

Soit (Ap,)nen+ une suite d’événements.

La réunion U2 | A,, est I'événement "I'un au moins des A,, se réalise".

U A ={we/In>1:we A}

De méme l'intersection NS ; A,, est 'événement "tous les A,, se
réalisent"

Ay ={we/n>1:weA,}

La suite (Ay)n>1 est croissante, c’est-a-dire si I'on a

Ay, C Aptq,Vn > 1, la réunion U2 | A, est aussi appelée la limite de la

suite (Ap)n>1. On écrit alors Un:l n = lim, A,.

De méme si la suite (A, ),>1 est décroissante, c’est-a-dire si l'on a
Apy1 C Ay, Vn > 1, lintersection N9° ; A, est aussi appelée la limite
la suite (Ap)n>1. On écrit alors ﬁnzlAn = lim,, A,,.

de

Lorsqu’une suite (A;), est ou bien croissante, ou bien décroissante, on

dit qu’elle est monotone.
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements

Limite inférieure et limite supérieure :

Etant donnée une suite (Ay,), d’événements, on définit :

La limite inférieure de la suite (A4;,), comme ’ensemble, noté

liminf,, A,, de tous les éléments w de € qui appartiennent & tous les A,
sauf & un nombre fini d’entre eux :

liminf 4,, = {w € Q : w € A, sauf pour un nombre fini de n}

limninf A, = U m A,
n m>n

Dire que w appartient a tous les A,, sauf & un nombre fini, c’est-a-dire

qu’a partir d’un rang n, il appartient a l'intersection By, = (),,,, Am-

Par conséquent, il existe un entier n tel que w € B,,, ce qui prouve
I’égalité.
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements

Limite inférieure et limite supérieure :

Etant donnée une suite (Ay,),, d’événements, on définit :

La limite supérieure de la suite (A4,,), comme ’ensemble, noté

lim sup,, A, de tous les éléments w de € qui appartiennent a tous les
A, pour une infinité d’indices n :

limsup 4, = {w € Q: w € A, pour une infinité de A, }
n

limsup A4,, = ﬂ U A

n m>n

Le fait que I’élément w appartient a une infinité de A,, veut dire
qu’aussi loin qu’on peut aller dans la suite des entiers, disons a 'indice

n, cet élément appartient toujours a la réunion C,, = J,,,~,, Am. Par

conséquent, w appartient a I'intersection de la suite (C),). Ce qui établit
la seconde identité.
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements

Limite inférieure et limite supérieure :

On a évidement liminf, A, Climsup,, A,
car si w appartient a liminf,, A,,, il appartient a tous les A,, & partir
d’un certain rang, donc & une infinité d’événements A,,.

Remarque :

liminf A, = {w € Q: ) e < +00}

limsup 4, = {w e Q: ZI[An = +oo}

Indicatrice d’un événement :
L’indicatrice T4 d’un événement A est une fonction sur 2 dans la paire
{0,1} définie par :

1 si wed
I = .
Alw) { 0 si we¢A
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements

Limite inférieure et limite supérieure :

Posons A, = liminf, A, et A* =limsup,, A,. On vérifie immédiatement
les relations : (A,)¢ = limsup,, AS et (A*)¢ = liminf,, AS.

Définition :

Si liminf,, A,, = limsup,, 4,,, on dit que la suite (A,), a une limite et

on écrit : lim,, A, = liminf, A, = limsup, 4,.
On dit que la suite (4,,), tend vers A = lim,, A,, ou converge vers A.

Proposition :
Lorsque la suite (Ay,), est monotone, les relations
lim,, A, = liminf,, A,, = limsup,, A, sont vérifiées.

Preuve :
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements

Limites inférieures et limite supérieure :

Preuve :

o Si (An)n est croissante, alors (-_ A, = Ap
d’ott liminf, A, = J;2; A, = lim, A4,.
D’autre part, pour tout n > 1, ona: Jor_ A, = U,
D’ou limsup,, A, = (o, Um:n m = Ufrle m = lim,, 4,

e Comme la proposition est vraie pour les suites croissantes, elle est
aussi vraie pour les suites décroissantes, par application des
relations :

(A4)¢ = limsup,, AS et (A*)¢ = liminf,, AS. B
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Rappels :

Proposition :

Soit (Ay), une suite monotone d’événements, alors
P(lim,, A,) = lim,, P(4,).

Preuve :

e Si (A,,), est décroissante, notons lim,, A, = ﬂ:{g A, = B.

Comme A,11 C Ap; Vn > 1, les événements ) — Ay ; A] — Ag;

Ay — Ag; -+ sont deux & deux incompatibles et leur réunion vaut B¢
d’ou P(BC) =P(Q— Al) + P(A; — AQ) +P(A2 —Az)+---

On peut écrire

P(Bc) = lim,, [P(Q — Al) + P(Al — AQ) —+ -+ P(An—l — An)]
Comme (Q — Al) U (A1 — AQ) U (A2 — A3) J---u (An,1 — An) = A%
On en déduit P(B€) = lim,, P(A%)

ie.1—P(B)=1-1lim, P(A,)

d’ot P(B) = lim,, P(4,)
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Rappels :

Preuve :(suite)

e Si (A;,), est croissante, notons lim,, A, = U:i’i A, = A.
Comme A, C Apy1;(Vn>1),0na:
A:A1U(A2—A1)U(A3—A2)U”'

Alors P(A) = P(A1) + P(As — A1) + P(A3 — Ay) + -+ (car les
événements Ay; (Ag — A1); (As — Az); -+ - sont deux a deux
incompatibles) et

P(A) =1lim, [P(A1)+ P(As — A1)+ -+ P(A, — A—1)]

= lim, P(An) (Cal" A, =AU (A2 — Al) J---u (An — Anfl) |
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Inégalités de Fatou :

Proposition :

Soit (Ay)n>1 une suite d’événements associés & un espace probabilisé
(Q, A, P). Alors, on a les "inégalités de Fatou" :

@ P(liminf, A,) <liminf, P(A,)
@ limsup, P(A,) < P(limsup, A,)

Preuve :

Démontrons la premiére des inégalités. On pose :

A, =liminf, A, = U,,>1 Bn et Bn = (>, Ak (n > 1).
Alors (B,,) est une suite croissante et A, = lim,, B,,.

On a donc : P(A,) = P(lim, B,,) = lim,, P(B,,)

Or pour tout n > 1, on a: B, C A,, d’ou P(B,) < P(4,).
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Inégalités de Fatou :

Preuve : (suite)

Prenons la limite inférieure des deux coétés et remarquons que, la suite
(B,,) étant croissante, on a : liminf, P(B,) = lim P(B,) = P(A.).
Il en résulte : P(A,) < liminf, P(4,) (c.q.f.d.)

Exemple :

Prenons 2 = {—1,+1}

P({~1}) = 1; P({+1}) = 3

An ={(=1)"}

Alors liminf,, A,, = 0; limsup,, A,, =

liminf, P(A4,) = %; limsup, P(4,) =3

D’oit les inégalités de Fatou sont vérifiées

Remarque :

Dans le cas ot la suite est convergente, les inégalités de Fatou montrent
que la suite numérique (P(A;,))n>1 admet une limite (au sens usuel) et
que l'on a : P(lim, A,) = lim,, P(A,).
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énements : Limites de suites d’événements :

Lemme de Borel-Cantelli :

Lemme :
Soit (Ap)nen une suite d’événements
Q@ Si) , P(A,) < +o0, alors P(limsup, A,) = 0.

@ Siles A, sont indépendantes et ), P(A,) = +o0, alors
P(limsup,, 4,,) = 1.

Preuve :

= [, 14,dP < o0 (par hypothése)

= > .14, <400 Dp.s.

= P(limsup,, A,) = 0 (d’aprés la remarque précédente)
@ P(limsup,, A,) = P(lim,, \, Umzn An)

= lim, P(U, >, Am)

Montrons que P(,,>, Am) = 1,Ym

m>n < M
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énements : Limites de suites d’événements :

Lemme de Borel-Cantelli :

Preuve : (suite)

= limy N\ P(Ny<men 4A)

= limy \ HngmgN P(A¢)) (par indépendance des A,,)
= limy N\, HnngN(l — P(An))

<limpy [[cmen e PAm) (car 1 —x < e™®)

S th e anmSN P(A’m)

<O0car )., P(A,) =400

d'ott P(U,,5p Am) =1. B
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Limites de suites d’événements :

Exercices :

Exercice 1 :

Montrer que pour toute suite d’événements (Ay,),>1, on a :

P U Ay ] < Z P(A,) (Inégalité de Boole)
n=1 n=1

Exercice 2 :

Soient A et B deux événements et (A;), une suite d’événements définie
par A, = A ou B suivant que n est pair ou impair.
Montrer que liminf,, A, = AN B et limsup,, A, = AU B.
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Exercices :

Exercice 3 :
Soient A et B avec ou sans indices des événements. Vérifier les formules
concernant les indicatrices :

Q0 lo=11I=0.

Q [4(w) <Ip(w) pour tout w dans Q ssi A C B.

Q [unp =1alp; Taup =14 + 15 — lans.

QO [y =1—-14;04_p=104(1—-1p).

@ [y, =liminf, I4, et [4+ =limsup, L4, .
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Exercice 1 :

Comme AUB =AU (B — A)

alors P(AUB) = P(A) + P(B — A)

comme (B — A) C B, alors P(B— A) < P(B)

par suite P(AU B) < P(A) + P(B)

et plus généralement P({Up_; Ax) < > p_q P(Ak)

Soit A =J,, An = limy 00 Up—; Ak

Comme la suite B,, = UZ:1 A} est une suite croissante d’événements,
P(A) = limy o0 P(Uj—1 Ak) < limpo0 3o q P(Ar) = 2502, P(Ak) =
d’ou P(U,, An) < >, P(A,) (Inégalité de Boole)
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