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Introduction : Suites infinies d’événements

Limites de suites d’événements :

Soit (An)n∈N∗ une suite d’événements.
La réunion ∪∞n=1An est l’événement "l’un au moins des An se réalise".

∪∞n=1An = {ω ∈ Ω/∃n ≥ 1 : ω ∈ An}

De même l’intersection ∩∞n=1An est l’événement "tous les An se
réalisent".

∩∞n=1An = {ω ∈ Ω/∀n ≥ 1 : ω ∈ An}

La suite (An)n≥1 est croissante, c’est-à-dire si l’on a
An ⊂ An+1,∀n ≥ 1, la réunion ∪∞n=1An est aussi appelée la limite de la
suite (An)n≥1. On écrit alors ∪∞n=1An = limnAn.
De même si la suite (An)n≥1 est décroissante, c’est-à-dire si l’on a
An+1 ⊂ An,∀n ≥ 1, l’intersection ∩∞n=1An est aussi appelée la limite de
la suite (An)n≥1. On écrit alors ∩∞n=1An = limnAn.
Lorsqu’une suite (An)n est ou bien croissante, ou bien décroissante, on
dit qu’elle est monotone.
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements

Limite inférieure et limite supérieure :

Étant donnée une suite (An)n d’événements, on définit :
La limite inférieure de la suite (An)n comme l’ensemble, noté
lim infnAn, de tous les éléments ω de Ω qui appartiennent à tous les An

sauf à un nombre fini d’entre eux :

lim inf
n

An = {ω ∈ Ω : ω ∈ An sauf pour un nombre fini de n}

lim inf
n

An =
⋃
n

⋂
m≥n

Am

Dire que ω appartient à tous les An sauf à un nombre fini, c’est-à-dire
qu’à partir d’un rang n, il appartient à l’intersection Bn =

⋂
m≥nAm.

Par conséquent, il existe un entier n tel que ω ∈ Bn, ce qui prouve
l’égalité.
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements

Limite inférieure et limite supérieure :

Étant donnée une suite (An)n d’événements, on définit :
La limite supérieure de la suite (An)n comme l’ensemble, noté
lim supnAn, de tous les éléments ω de Ω qui appartiennent à tous les
An pour une infinité d’indices n :

lim sup
n

An = {ω ∈ Ω : ω ∈ An pour une infinité deAn}

lim sup
n

An =
⋂
n

⋃
m≥n

Am

Le fait que l’élément ω appartient à une infinité de An veut dire
qu’aussi loin qu’on peut aller dans la suite des entiers, disons à l’indice
n, cet élément appartient toujours à la réunion Cn =

⋃
m≥nAm. Par

conséquent, ω appartient à l’intersection de la suite (Cn). Ce qui établit
la seconde identité.
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements

Limite inférieure et limite supérieure :

On a évidement lim infnAn ⊂ lim supnAn

car si ω appartient à lim infnAn, il appartient à tous les An à partir
d’un certain rang, donc à une infinité d’événements An.

Remarque :

lim inf
n

An = {ω ∈ Ω :
∑
n

IAc
n
< +∞}

lim sup
n

An = {ω ∈ Ω :
∑
n

IAn = +∞}

Indicatrice d’un événement :
L’indicatrice IA d’un événement A est une fonction sur Ω dans la paire
{0, 1} définie par :

IA(ω) =

{
1 si ω ∈ A
0 si ω /∈ A
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements

Limite inférieure et limite supérieure :

Posons A∗ = lim infnAn et A∗ = lim supnAn. On vérifie immédiatement
les relations : (A∗)

c = lim supnA
c
n et (A∗)c = lim infnA

c
n.

Définition :
Si lim infnAn = lim supnAn, on dit que la suite (An)n a une limite et
on écrit : limnAn = lim infnAn = lim supnAn.
On dit que la suite (An)n tend vers A = limnAn ou converge vers A.

Proposition :
Lorsque la suite (An)n est monotone, les relations
limnAn = lim infnAn = lim supnAn sont vérifiées.

Preuve :
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements

Limites inférieures et limite supérieure :

Preuve :

Si (An)n est croissante, alors
⋂∞

m=nAm = An

d’où lim infnAn =
⋃∞

n=1 An = limnAn.
D’autre part, pour tout n ≥ 1, on a :

⋃∞
m=nAm =

⋃∞
m=1 Am.

D’où lim supnAn =
⋂∞

n=1

⋃∞
m=nAm =

⋃∞
m=1 Am = limnAn.

Comme la proposition est vraie pour les suites croissantes, elle est
aussi vraie pour les suites décroissantes, par application des
relations :
(A∗)

c = lim supnA
c
n et (A∗)c = lim infnA

c
n. �
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Rappels :

Proposition :
Soit (An)n une suite monotone d’événements, alors
P (limnAn) = limn P (An).

Preuve :
• Si (An)n est décroissante, notons limnAn =

⋂+∞
n=1 An = B.

Comme An+1 ⊂ An ; ∀n ≥ 1, les événements Ω−A1 ; A1 −A2 ;
A2 −A3 ; · · · sont deux à deux incompatibles et leur réunion vaut Bc

d’où P (Bc) = P (Ω−A1) + P (A1 −A2) + P (A2 −A3) + · · ·
On peut écrire
P (Bc) = limn [P (Ω−A1) + P (A1 −A2) + · · ·+ P (An−1 −An)]
Comme (Ω−A1) ∪ (A1 −A2) ∪ (A2 −A3) ∪ · · · ∪ (An−1 −An) = Ac

n

On en déduit P (Bc) = limn P (Ac
n)

i.e. 1− P (B) = 1− limn P (An)
d’où P (B) = limn P (An)
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Rappels :

Preuve :(suite)
• Si (An)n est croissante, notons limnAn =

⋃+∞
n=1 An = A.

Comme An ⊂ An+1; (∀n ≥ 1), on a :
A = A1 ∪ (A2 −A1) ∪ (A3 −A2) ∪ · · ·
Alors P (A) = P (A1) + P (A2 −A1) + P (A3 −A2) + · · · (car les
événements A1; (A2 −A1); (A3 −A2); · · · sont deux à deux
incompatibles) et
P (A) = limn [P (A1) + P (A2 −A1) + · · ·+ P (An −An−1)]
= limn P (An) (car An = A1 ∪ (A2 −A1) ∪ · · · ∪ (An −An−1) �

Prof. Mohamed El Merouani (Université Abdelmalek Essaâdi Faculté des Sciences de Tétouan Département de Mathématiqueshttps://elmerouani.jimdofree.com/calcul-des-probabilités)Probabilités 2020/2021 10 / 17



Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Inégalités de Fatou :

Proposition :
Soit (An)n≥1 une suite d’événements associés à un espace probabilisé
(Ω,A, P ). Alors, on a les "inégalités de Fatou" :

1 P (lim infnAn) ≤ lim infn P (An)

2 lim supn P (An) ≤ P (lim supnAn)

Preuve :
Démontrons la première des inégalités. On pose :
A∗ = lim infnAn =

⋃
n≥1 Bn et Bn =

⋂
k≥nAk (n ≥ 1).

Alors (Bn) est une suite croissante et A∗ = limnBn.
On a donc : P (A∗) = P (limnBn) = limn P (Bn)
Or pour tout n ≥ 1, on a : Bn ⊂ An, d’où P (Bn) ≤ P (An).
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Inégalités de Fatou :

Preuve : (suite)
Prenons la limite inférieure des deux côtés et remarquons que, la suite
(Bn) étant croissante, on a : lim infn P (Bn) = limP (Bn) = P (A∗).
Il en résulte : P (A∗) ≤ lim infn P (An) (c.q.f.d.)
Exemple :
Prenons Ω = {−1,+1}
P ({−1}) = 1

4 ; P ({+1}) = 3
4

An = {(−1)n}
Alors lim infnAn = ∅ ; lim supnAn = Ω
lim infn P (An) = 1

4 ; lim supn P (An) = 3
4

D’où les inégalités de Fatou sont vérifiées.

Remarque :
Dans le cas où la suite est convergente, les inégalités de Fatou montrent
que la suite numérique (P (An))n≥1 admet une limite (au sens usuel) et
que l’on a : P (limnAn) = limn P (An).
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Lemme de Borel-Cantelli :

Lemme :
Soit (An)n∈N une suite d’événements

1 Si
∑

n P (An) < +∞, alors P (lim supnAn) = 0.
2 Si les An sont indépendantes et

∑
n P (An) = +∞, alors

P (lim supnAn) = 1.

Preuve :

1
∑

n P (An) =
∑

n

∫
IAndP

=
∫ ∑

n IAndP < +∞ (par hypothèse)
⇒
∑

n IAn < +∞ p.s.
⇒ P (lim supnAn) = 0 (d’après la remarque précèdente)

2 P (lim supnAn) = P (limn ↘
⋃

m≥nAm)
= limn P (

⋃
m≥nAm)

Montrons que P (
⋃

m≥nAm) = 1, ∀m

Prof. Mohamed El Merouani (Université Abdelmalek Essaâdi Faculté des Sciences de Tétouan Département de Mathématiqueshttps://elmerouani.jimdofree.com/calcul-des-probabilités)Probabilités 2020/2021 13 / 17



Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Lemme de Borel-Cantelli :

Preuve : (suite)
1− P (

⋃
m≥nAm) = P (

⋂
m≥nA

c
m)

= limN ↘ P (
⋂

n≤m≤N Ac
m)

= limN ↘
∏

n≤m≤N P (Ac
m) (par indépendance des Am)

= limN ↘
∏

n≤m≤N (1− P (Am))

≤ limN
∏

n≤m≤N e−P (Am) (car 1− x ≤ e−x)
≤ limN e−

∑
n≤m≤N P (Am)

≤ 0 car
∑

n P (An) = +∞
d’où P (

⋃
m≥nAm) = 1. �
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Exercices :

Exercice 1 :
Montrer que pour toute suite d’événements (An)n≥1, on a :

P

( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

P (An) (Inégalité de Boole)

Exercice 2 :
Soient A et B deux événements et (An)n une suite d’événements définie
par An = A ou B suivant que n est pair ou impair.
Montrer que lim infnAn = A ∩B et lim supnAn = A ∪B.
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Exercices :

Exercice 3 :
Soient A et B avec ou sans indices des événements. Vérifier les formules
concernant les indicatrices :

1 IΩ ≡ 1, I∅ ≡ 0.
2 IA(ω) ≤ IB(ω) pour tout ω dans Ω ssi A ⊂ B.
3 IA∩B = IAIB ; IA∪B = IA + IB − IA∩B.
4 IAc = 1− IA ; IA−B = IA(1− IB).
5 IA∗ = lim infn IAn et IA∗ = lim supn IAn .
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Suites infinies d’événements : Limites de suites d’événements :

Exercice 1 :

Comme A ∪B = A ∪ (B −A)
alors P (A ∪B) = P (A) + P (B −A)
comme (B −A) ⊂ B, alors P (B −A) ≤ P (B)
par suite P (A ∪B) ≤ P (A) + P (B)
et plus généralement P (

⋃n
k=1 Ak) ≤

∑n
k=1 P (Ak)

Soit A =
⋃

nAn = limn→∞
⋃n

k=1 Ak

Comme la suite Bn =
⋃n

k=1 Ak est une suite croissante d’événements,
P (A) = limn→∞ P (

⋃n
k=1 Ak) ≤ limn→∞

∑n
k=1 P (Ak) =

∑∞
k=1 P (Ak) =∑

n P (An)
d’où P (

⋃
nAn) ≤

∑
n P (An) (Inégalité de Boole)
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