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Exercice 1 : (10 points)

1. On cherche P (X = k). L’ensemble fondamental Ω est constitué de tous les sous-ensembles
de n boules que l’on peut tirer de l’urne Ω = P(E). C’est l’ensemble de parties à n
éléments de l’ensemble E des boules. On a CardΩ = Cn

a+b. Le nombre de façons de tirer k
boules parmi les a blanches est Ck

a et pour chacune de ces façons il y a Cn−k
b manières de

tirer n−k boules parmi les rouges. Le nombre de cas favorables étant Ck
aC

n−k
b , on obtient,

donc, P (X = k) =
CkaC

n−k
b

Cna+b
. Comme

∑
k C

k
aC

n−k
b = Cn

a+b, on a bien
∑

k P (X = k) = 1.

2. Soit X une v.a. qui suit une loi hypergéométrique H(n, a, b)de paramètres n, a et b, alors

P (X = k) =
Ck
aC

n−k
b

Cn
a+b

avec sup(0, n− b) 6 k 6 inf(a, n)

Montrons que E(X) =
na

a+ b
.

On a : E(X) =
n∑
k=0

k
Ck
aC

n−k
b

Cn
a+b

=
1

Cn
a+b

n∑
k=0

kCk
aC

n−k
b

=
1

Cn
a+b

a
n∑
k=1

kCk−1
a−1C

n−k
b

=
a

Cn−1
a+b

Cn−1
a+b−1 =

an

a+ b

On peut retrouver ce même résultat en considérant X comme une somme de n variables
de Bernoulli Xi, i = 1, 2, · · · , n, non indépendantes. Ces variables Xi ont même espérance

mathématique
a

a+ b
.

En effet, E(X1) = 0× P (X1 = 0) + 1× P (X1 = 1) = P (X1 = 1) =
a

a+ b
E(X2) = 0× P (X2 = 0) + 1× P (X2 = 1).
Comme X2 et X1 ne sont pas indépendantes,

P (X2 = 1) = P (X2 = 1/X1 = 1)P (X1 = 1) + P (X2 = 1/X1 = 0)P (X1 = 0)

=
a− 1

a+ b− 1

a

a+ b
+

a

a+ b− 1

b

a+ b

=
a

a+ b

(
a− 1 + b

a+ b− 1

)
=

a

a+ b
;

d’où E(X2) =
a

a+ b
.

De même, on trouve E(X3) = · · · = E(Xn) =
a

a+ b
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et E(X) = E(X1 +X2 + · · ·+Xn) = E(X1) + E(X2) + · · ·+ E(Xn) = n
a

a+ b

V ar(X) =
nab(a+ b− n)

(a+ b)2(a+ b− 1)

En effet, V ar(X) = E(X2)− E(X)2 et E(X2) =
n∑
k=0

k2
Ck
aC

n−k
b

Cn
a+b

E(X2) =
1

Cn
a+b

[
n∑
k=2

k(k − 1)Ck
aC

n−k
b +

n∑
k=1

kCk
aC

n−k
b

]

=
1

Cn
a+b

[
a(a− 1)

n∑
k=2

Ck−2
a−1C

n−k
b +

an

a+ b

]

=
1

Cn
a+b

[
a(a− 1)

n−2∑
k=2

Ck
a−1C

n−k
b +

an

a+ b

]

=
1

Cn
a+b

[
a(a− 1)Cn−2

a+b−2 +
an

a+ b

]
=

a(a− 1)b(n− 1)

(a+ b)(a+ b− 1)
+

an

a+ b
.

Comme E(X)2 =

(
an

a+ b

)2

, on en déduit V ar(X) =
nab(a+ b− n)

(a+ b)2(a+ b− 1)
.

De la même manière que pour E(X), on peut retrouver ce même résultat en considérant
X comme une somme de n variables de Bernoulli Xi, i = 1, 2, · · · , n, non indépendantes.

En effet, V ar(X) = V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi) + 2
∑
i>j

Cov(Xi, Xj)

=
n∑
i=1

V ar(Xi) +
∑
i 6=j

Cov(Xi, Xj)

On a :
n∑
i=1

V ar(Xi) = n
a

a+ b

b

a+ b
= n

ab

(a+ b)2

et Cov(Xi, Xj) = E(XiXj)−
(

a

a+ b

)2

= P (XiXj = 1)−
(

a

a+ b

)2

avec P (XiXj = 1) = P (Xj = 1/Xi = 1)P (Xi = 1) = P (Xj = 1/Xi = 1)
a

a+ b
.

Comme P (Xj = 1/Xi = 1) ne dépend pas de i et j, P (Xj = 1/Xi = 1) =
a− 1

a+ b− 1
;

d’où : Cov(Xi, Xj) =
a

a+ b

a− 1

a+ b− 1
−
(

a

a+ b

)2

et V ar(X) = n
ab

(a+ b)2
+

(
a

a+ b

a− 1

a+ b− 1
−
(

a

a+ b

)2
)

=
nab(a+ b− n)

(a+ b)2(a+ b− 1)
.

3. Si N = a+ b→∞, H(n, a, b)→ B(n, a
N

).
On suppose que les proportions a

N
et b

N
restent fixes. On a

P (X = k) =
Ck
aC

n−k
b

Cn
a+b

=
Ck
aC

n−k
b

Cn
N

=

a!
k!(a−k)!

b!
(n−k)!(b−n+k)!
N !

n!(N−n)!
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=

a(a−1)(a−2)···(a−k+1)b(b−1)(b−2)···(b−n+k+1)
k!(n−k)!

N(N−1)(N−2)···(N−n+1)
n!

=
n!a(a− 1)(a− 2) · · · (a− k + 1)b(b− 1)(b− 2) · · · (b− n+ k + 1)

k!(n− k)!N(N − 1)(N − 2) · · · (N − n+ 1)

Comme N →∞, n et k sont fixés, a et b→∞ car a
N

et b
N

restent fixés). On obtient :

a(a− 1) · · · (a− k + 1) = ak(1− 1

a
) · · · (a− k + 1

a
) ∼ ak

b(b− 1) · · · (b− n+ k + 1) = bn−k(1− 1

b
) · · · (1− n− k − 1

b
) ∼ bn−k

N(N − 1) · · · (N − n+ 1) = Nn(1− 1

N
) · · · (1− n− 1

N
) ∼ Nn

Si N est grand
Ck
aC

n−k
b

Cn
N

∼ n!

k!(n− k)!

akbn−k

Nn

et
n!

k!(n− k)!

akbn−k

NkNn−k = Ck
n

( a
N

)k ( b

N

)n−k
= Ck

n

( a
N

)k (
1− a

N

)n−k
En pratique, cette approximation est vraie dès que n

N
< 0, 1.

4. Soient X et Y deux v.a. indépendantes telles que X ∼ B(n, p) et Y ∼ B(m, p). α et β
étant deux nombres tels que α 6 β. On veut calculer P (X = α/X + Y = β).

D’abord, on doit savoir que si X ∼ B(n, p) et Y ∼ B(m, p), avec X et Y deux v.a.
indépendantes, alors, X + Y ∼ B(n+m, p).

En effet :

Comme X et Y sont indépendantes, on a :

P (X + Y = β) =
∑
A

P (X = a).P (X = b)

où A = {(a, b)/0 6 a 6 n, 0 6 b 6 m, a+ b = β}.

P (X + Y = β) =
∑
A

Ca
np

a(1− p)n−a.Cb
mp

b(1− p)m−b

P (X + Y = β) =
∑
A

Ca
n.C

b
mp

a+b(1− p)n+m−(a+b)

Or
∑

AC
a
n.C

b
m =

∑n+m
β=a+b=0C

a
n.C

b
m =

∑n
a=0C

a
nC

β−a
m = Cβ

n+m

En effet :

Considérons (1 + x)n+m = (1 + x)n.(1 + x)m.

(1 + x)n+m =
n+m∑
k=0

Ck
n+mx

k
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(1 + x)n =
n∑
i=0

Ci
nx

i

(1 + x)m =
m∑
j=0

Cj
mx

j

On a donc
∑n+m

k=0 C
k
n+mx

k =
∑n

i=0C
i
nx

i.
∑m

j=0C
j
mx

j

En identifiant les coefficients de xk, on peut écrire :

Ck
n+m =

n∑
i=0

Ci
nC

j=k−i
m

D’où, en prenant i = a, j = b et k = β, Cβ
n+m =

∑n
a=0C

a
nC

β−a
m On en déduit que :

P (X + Y = β) = Cβ
n+mp

β(1− p)n+m−β

i.e. X + Y ∼ B(n+m, p).

Calculons, maintenant, P (X = α/X + Y = β).
X et Y étant indépendantes, on peut écrire :

P (X = α/X + Y = β) =
P (X = α,X + Y = β)

P (X + Y = β)

=
P (X = α/Y = β − α)

P (X + Y = β)

=
Cα
np

α(1− p)n−α.Cβ−α
m pβ−α(1− p)m−β+α

Cβ
n+mp

β(1− p)n+m−β

=
Cα
nC

β−α
m pβ(1− p)n+m−β

Cβ
n+mp

β(1− p)n+m−β

Soit P (X = α/X + Y = β) = CαnC
β−α
m

Cβn+m

On voit, donc, que la loi de X conditionnée par X + Y = β est hypergéométrique de
paramètres n+m, n et β (que l’on note par H(n+m,n, β)).

Exercice 2 : (10 points)

1. ϕX(t) = E(eitX), alors ϕ−X(t) = E(e−itX) = E(ei(−t)X) = ϕX(−t)
ϕX+Y (t) = E(eit(X+Y )) = E(eitX .eitY ) = E(eitX).E(eitY ) = ϕX(t).ϕY (t) (car X et Y sont
indépendantes)

Donc, ϕX+Y (t) = ϕX(t).ϕX(t) = (ϕX(t))2 (car X et Y sont de même loi).

ϕX−Y (t) = E(eit(X−Y )) = E(eitX .e−itY ) = E(eitX).E(e−itY ) = ϕX(t).ϕY (−t) (car X et Y
sont indépendantes)

Donc, ϕX−Y (t) = ϕX(t).ϕX(−t) (car X et Y sont de même loi).

2. On remarque que ϕX(t) = E[eitX ] = E[e−itX ] = ϕ−X(t).

Donc ϕX(t) est réelle si, et seulement si, ϕ−X(t) = ϕX(t) pour tout t ∈ R, c’est-à-dire si
la loi de X est symétrique.
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3. Soit X qui suit une loi exponentielle symétrique de paramètre λ (i.e. de densité f(x) =
λ
2
e−λ|x|) ; alors, de même,

ϕX(t) = E(eitX) =

∫ +∞

0

eitx
λ

2
e−λxdx+

∫ 0

−∞
eitx

λ

2
e−λxdx =

λ

2

(
1

λ− it
+

1

λ+ it

)
=

λ2

t2 + λ2

4. Soit X qui suit une loi de Cauchy de paramètre λ, c’est-à-dire si X a pour densité λ
π(λ2+x2)

.

Avec la question précèdente, et en utilisant la formule d’inversion (de réciprocité) de
Fourier (on a ϕY (t) = f̂(t)), on obtient que :

f(y) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(t)eitydt =

1

2π

∫ +∞

−∞
eity

λ2

t2 + λ2
dt =

λ

2
E[e−iyX ]

Comme X est symétrique, on a (voir exercice 6) E[eiyX ] = E[e−iyX ] = f(y).

On a donc, si X ∼ C(λ), φX(y) = e−λ|y|, pour tout y ∈ R.

5. ϕX(t) = E(eitX) = E(eitZY ) = 1
2
E(eitY ) + 1

2
E(e−itY ) = 1

2
ϕY (t) + 1

2
ϕY (−t)

ϕ−X(t) = E(e−itX) = E(e−itZY ) = 1
2
E(e−itY ) + 1

2
E(eitY ) = 1

2
ϕY (−t) + 1

2
ϕY (t) = ϕX(t)

Donc X est symétrique.

ϕX(t) = 1
2
(ϕY (t) + ϕY (−t))

Supposons queX est densité g, alors
∫ +∞
−∞ eitxg(x)dx = 1

2

(∫ +∞
−∞ eityf(y)dy +

∫ +∞
−∞ e−ityf(y)dy

)
∫ +∞
−∞ eitxg(x)dx = 1

2

(∫ +∞
−∞ eitxf(x)dx+

∫ +∞
−∞ eitxf(−x)dx

)
∫ +∞
−∞ eitxg(x)dx = 1

2

(∫ +∞
−∞ eitx(f(x) + f(−x))dx

)
Donc g(x) = 1

2
(f(x) + f(−x)) (Par formule de réciprocité de Fourier).
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