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Exercice 1 : (10 points)

1. On cherche P(X = k). L’ensemble fondamental €2 est constitué de tous les sous-ensembles
de n boules que l'on peut tirer de 'urne Q = P(FE). C’est 'ensemble de parties a n
éléments de '’ensemble E des boules. On a CardQ2 = C7', ;. Le nombre de fagons de tirer k
boules parmi les a blanches est C¥ et pour chacune de ces fagons il y a Cg‘_k manieres de
tirer n—k boules parmi les rouges. Le nombre de cas favorables étant C*Cy*~*, on obtient,

ko n—k
donc, P(X =k) = C“C(;,:ib . Comme Y, CkCp™* = C™, on abien >, P(X =k) = 1.
2. Soit X une v.a. qui suit une loi hypergéométrique H(n, a,b)de parametres n, a et b, alors
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P(X = k)= —2-t— avec sup(0,n — b) < k < inf(a,n)
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On peut retrouver ce méme résultat en considérant X comme une somme de n variables
de Bernoulli X;,7 =1,2,--- n, non indépendantes. Ces variables X; ont méme espérance
thémati )
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En effet, B(X;) =0 x P(X; =0)+1x P(X; = 1) = P(X; = 1) = ib
a

E(Xy)=0xP(Xo=0)+1x P(Xy=1).

Comme X, et X7 ne sont pas indépendantes,

PXo=1)=P(Xo=1/X;=1)P(X;=1)+P(Xo=1/X; =0)P(X; =0)
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De mé trouve B(Xs) = -+ = B(X,) =
e méme, on trouve E(X3) (Xn) et
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En effet, Var(X) = E(X?) — E(X)? et B(X?) = Z p2ab
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De la méme maniere que pour F(X), on peut retrouver ce méme résultat en considérant
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Comme E(X)? = < ) , on en déduit Var(X) =

X comme une somme de n variables de Bernoulli X;,7 =1,2,--- ,n, non indépendantes.
En effet, Var(X) = Var <Z XZ) = Z Var(X;) + QZC’OU(XZ»,XJ')
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Comme P(X; =1/X; =1) ne dépend pas dei et j, P(X; =1/X; =1) = %;
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.SiN=a+0b— oo, H(n,a,b) = B(n, ).
On suppose que les proportions + et % restent fixes. On a
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Comme N — 0o, n et k sont fixés, a et b — co car £ et 2 restent fixés). On obtient :
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En pratique, cette approximation est vraie des que § < 0, 1.
. Soient X et Y deux v.a. indépendantes telles que X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p). a et
étant deux nombres tels que o < . On veut calculer P(X = a/X +Y = f).
D’abord, on doit savoir que si X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p), avec X et Y deux v.a.
indépendantes, alors, X +Y ~ B(n + m,p).
En effet :

Comme X et Y sont indépendantes, on a :

P(X+Y =8)=) P(X =a).P(X =)

oun A={(a,0)/0<a<n0<b<mya+b=p}.

P(X + Y = 5 chpa n a Cb ( p)m—b
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Or }°,Ch.Cp = ZZJFTH; 0 CnCo = 2 0o CRCH° = Cy,
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En effet :
Considérons (1 4 z)"*" = (1 + z)".(1 + x)™.

n+m

1—|—LE = Z n+m



n

(1+2)" = Z Cl o'
=0

m

(14 2)™ Z}%y

On a donc Y " Ck ok =" Cix. > G

En identifiant les coefficients de x*, on peut écrire :
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D’ou, en prenant i =a, j =bet k=, C n+m =>" ,CeCE~ On en déduit que :
P(X +Y =) = Cplpp’(1 = p)"tm°

ie. X +Y ~ B(n+m,p).
Calculons, maintenant, P(X = a/X +Y = ).
X et Y étant indépendantes, on peut écrire :

P(X=a,X+Y = f3)
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Soit P(X = a/X +Y = ) = 40"
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On voit, donc, que la loi de X conditionnée par X +Y = [ est hypergéométrique de
parametres n +m, n et § (que I'on note par H(n + m,n, 3)).

Exercice 2 : (10 points)

L px(t) = B(e™), alors o x(t) = B(e=™) = B(e0%) = (1)
Oxty(t) = B(eXH)) = B(e*X ) = B(e*X).E(e™) = px(t).oy(t) (car X et Y sont
indépendantes)
Donc, pxiy(t) = px(t).0x(t) = (px(t))? (car X et Y sont de méme loi).
ox_y(t) = E(e®X)) = B(e®™X ) = B(eX).E(e™™) = px(t).oy(—t) (car X et Y
sont indépendantes)
Donc, px_y(t) = @x(t).ox(—t) (car X et Y sont de méme loi).

2. On remarque que ¢x(t) = EleiX] = EleX] = ¢_x ().
Donc ¢x (t) est réelle si, et seulement si, p_x(t) = px(t) pour tout t € R, c’est-a-dire si
la loi de X est symétrique.




3. Soit X qui suit une loi exponentielle symétrique de parametre A\ (i.e. de densité f(z) =
%e""“”‘) : alors, de méme,
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4. Soit X qui suit une loi de Cauchy de parametre \, ¢’est-a-dire si X a pour densité m
Avec la question précedente, et en utilisant la formule d’inversion (de réciprocité) de
Fourier (on a @y (t) = f(t)), on obtient que :
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Comme X est symétrique, on a (voir exercice 6) E[e*] = E[e"%X] = f(y).
On a donc, si X ~ C()\), éx(y) = e ¥, pour tout y € R.
5. px(t) = E(e™) = B(e?Y) = LE() + LE(e ™) = Lor(t) + bov (1
p_x(t) = B(e™) = Be ) = LE(e) + LE(e™) = Jov (=) + boy (1) = ox (1)
Donc X est symétrique.
px(t) = 3(pv (t) + oy (=1))
Supposons que X est densité g, alors fj;o e g(x)dr = 3 (fj;o e f(y)dy + fj;o e‘ityf(y)dy>

fj;o e g(x)dr = % <f_+;o e f(z)dw + fj:oo eitxf(—x)dm>

J1Z etrg(a)de = § ([T e (f () + f(-)d)
(f(x) + f(—x)) (Par formule de réciprocité de Fourier).
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Donc g(z) = 3



