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IV.- Espérance mathématique de I'estimateurA -

Nousavons A= A+ (XX)™ X'e

alors I'espérance mathématique seriﬁ): E( '°)+ El( X’X)_lx'fj,

soit E(AA): At ( X'X)_l X’E[.s] , car A est une quantité certaine (non-aléatoire).
Par hypothése fondamentale, oﬁ[f] =0

d’ou E(A): A [restimateur® est non-biaisé.

V.- Matrice des-variances-covariances de I’estimateufb‘ :

La matrice @i des variances-covariances de® est définie par :
vata) Cova,d,) - Cofa.a,)
o, - 00@2,51) Var(a,) y CO\({az,ék)
Colfa.a) Cola. &) & Varla)
En remarquant que :Va(@) = B(& —E@))’]
=H&a-a)| o Ha)=a
= H(a-a)E@-a)
etque Ca2)= B(a- H2)(3 -E@))
= H(a-a)@& -a)
On peut mettré? 4 sous forme :
Q, = %(A— & 3)(A- E(A)”
0, - (i Afa-s]
A- A= (XX)"X'e [A— A] = [(xx)‘lxzs]'

Or et
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[ 4 =e(x)[(xx)7] =ex(xx)? [(xx)7] = [( X'X)T _[xx]*

puisque

Q; = B{( XX Xe)[eX(XX))
Alors, on aura :

Q; =( XX)™ XEleg')X(XX)™
soit

E(ee') o’
Remplagons par sa valeur , on obtient:

Q, = (XX)* X2 IX(XX) ™ = o2 XX) ™ XX)(xX)*

Q. =0°(XX)"

Finalement :

La matrice (X’X)* estine matrice symétrique de tyfe)

Pour que I'estimateuf soit convergent, il est nécessaire que la matdté)¢ tend vers zéro

lorsque le nombre d’observations n, augmente indéfiniment. Habituellement, ceci se pose

comme une hypothése technique de la régression multiple.

VI.- Théoréme de Gauss-Markov : L'estimateur A est « BLUE » :

2= [xx) x

L'estimateur est un estimateUBLUE «BestL inear UnbiasedEstimator »

de A, c'est-a-dire que la variance de A est la plus petite entre.tous les estimateurs sans hiais de

A.

Démonstration :

Considérons un estimateur quelcongue A.

a) L’ estimateur odoit étre linéaire en Y :
a=MY

A est de typek(1). Y est de typer(,1). La matrice M est ainsi de tygden).

Remplacons Y par sa valeur, on obtieatM(XA+¢)

a=MXA+Mg

b) Il faut montrer qué=(X"X)*X" :

Pour cela, on peut considérer I'expressiofvi=(X'X)*X' +N et montrer que la

matrice N, de type (K,nest égale a zérd\N=0.
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c) L’estimateura doit étre non-biaisé, c'est-a-dire qu'il doit vérifle(a)=A :
E(MXA+Me)=A => MXA+M E(g)=A
=> MXA=A puisque E(g)=0.
C'est-a-dire la conditon MX=I.
Ouecore  [(X’X)X +N]X=1 => (X’X) (X'X)+NX=l
=> [+NX=] => NX=0

d)".L’estimateur odoit &tre de variance minimale :
La matrice Q, des variances-covariances de g = E[(a -E(a))(a - E(a))'}

esti’ g =MXA+Me
Mais

=L A+Meg

= A+Me

= E(a) + Me
= a-E(a) =Me¢

Q, = E[(Me)(Me)'} = E[MeeM] = ME(g)M " =M ?IM"
= Q, =0’MM’

Cette expression peut aussi s’écrire :

Q, =02[( XXX+ N][( XX) X+ N]'

=a?|( XX X+ N|x(xx)* +N|

=a?|( XY KH X +( XA XN+ NX(XX)+ NN

(X (X3 + NXOXX) ™ + |

= o?|( xx)™ + NN'| puisque NX=0

Les variances se trouvent sur la diagonale principal@ddl faut minimiser ces termes.
Mais, o et (X’X)* étant des constantes, il faut donc minimiser les éléments de la diagonale de
NN'. Ces éléments qui sont des variances, sont obligatoirement positifs ou nuls.
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a%[ cee a%( ..

W, @, v @, wll wkl T
NN'=| R R 24
Wa W, - Wy a%n _i a%n =

n
lls'sont minimums lorsqu’ils sont nuls, c'est-a-dirEw.,-2 =0; L
=1

Cette (derniere relation est vérifiee si et seulement;sD, pour tout i et pour tout j, en
d’autres termes si$0:

Conclusion : L'estimateur A est ainsi « BLUE » .
VII.-Estimateur de ¢

o est lui-méme inconnu, alors on I'estime. On peut montrer que

., €le
o =——
n-k
n
olle’.eest la somme des carrées des résidus, c'est-a-ofie= Z e et (n-k) est le
. , i=1
degré de liberté.
o Elg?|= 0’
L’estimateur est sans biais,
On peut montrer aussi que :
N YTY _
g% = ” M= 1- X(XX)™*x'
n —

avec

I" est une matrice carrée d’ordréc’est la différence de deux matrices), symetriguel{) et
idempotentel(>=I). Bien sur, YI'Y=¢'.e=Xg*
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VIll.-Formule de I'analyse de la variance, coefficient de détermination et coefficient de
corrélation linéaire multiple empirique :

1) Formule de I'analyse de la variance :
D’apreés les hypothéses de la régression et comme on a vu dans le chapitre précédent :

Variance) _( Variance N Variance
totale expliquée) | résiduelle

Cette. méme relation, on peut I'exprimer par :

(vYy=(Ax Y)+(yrY)

2) Coefficient/de-détermination R :
Pa définition, on-appelle coefficient de détermination, ndtéeRapport :

_Varianceexpliquée _ AX'Y

RZ
Varianceotale Y'Y

R® représente la proportion de la variance de Y expliquée par l'influence linéaire des variables
exogenesX.

On rappelle aussi que : <R’<1.

Il est autant proche de 1 que le « nuage de points».est plus alongé et étiré. Néanmoins, ce
coefficient dépenessentiellement déchantillon observé, d’ou I'adjectif « empirique ». En
effet, R est une variable aléatoire puisqu’il dépend d’un échantillon aléatoire.

Ainsi, l'information fournie paR? n'est pas primordiale pour I'étude-dumodéle considéré.

3) Coefficient de corrélation linéaire empirique multiple R :

La racine carrée du coefficient de déterminatiére& le coefficient de corrélation linéaire
multiple R.

Comme on a déja vu <R<1.

Le coefficient R est lui-méme empirique car il dépend de I'échantillon aléatoire choisi.
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IX.- Utilisation des tests statistiques :

La théorie statistique classique des tests consiste en établir une hypothese au paravent. Le
vecteur aléatoire ¢ suit une loi normale de moyenne nulle et de vasfdnce

£ - N(@©;0?%l)
Mais, nous avons vu qlf&dépend linéairement de ¢. En effet,
A= A+(XX)"X'e

Q, =a?(xX)* A NAT2(X'X)™)
avec E(A)=A et . Donc

Il est possible; alors, de construire par les méthodes usuelles de I'analyse de la variance un
test de signification‘des coefficients estimés précédemment.

Les tests « classiques» sont les tests de t de Student et celui de F de Fisher-Snedecor.

1) Testdetde Student:
Il consiste en tester & =0 (un seul parmi=1,2,...,K

On alcul I'indicateur (ou la statistique) :

ouU O3 est I'écart-type estimé, obtenu a partir de la matrice des variances-covariances

Q; =0’(XX)" o =a. v, ) \ _
ainsi ou vii est I'™° terme-dela diagonale de la

52 = €le

matice (X'X) ™" et cest estimé par

on comparel avect, lue dans la table de la loi de Student, pour un seuil(ou niveau de
corfiance)a, etn-K-1degré de liberté.

Si |t|>1, alors ceq est différent de zéro.

Si |t|<t, alors ceq est égale a zéro.
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2) Test de F de Fisher-Snedecor:
Il consiste en tester &ay=a,=...=a;=...=ax=0 (tous).

_ R?/k
On @lcul I'indicateur (ou la statistique) : - RZ)/(n‘ k-1)

OuR est le coefficient de détermination.

On compare la valeur dE avec une valeuF, lue dans la table de Fisher a un seuit en
foncton des degrés de libertéek(n-k-1).

Si F>F, alors au-moins un des coefficiedsest différent de zéro.

On peut aussi utiliser le tableau de I'analyse de la variance (pour ce cas de régression linéaire
multiple) :

Source de variatior | Somme des carrée | Degré de libert¢é | Moyenne des carrée

Régression >'Y? K _ Z\?IV
MCR = k
2

Résidus e’ n-k-1 _
> MCE‘(Z%—k—l)J

Total >y? n-1
- _MCR_ > ¥k
On calcul MCE > &/(n-k-1)

Que I'on compare avde, lue dans la table de Fisher.

SiF>F,, alors cela veut dire gu’il existe au moins un @ggui est différent de zéro.
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