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Approximations des lois

Approximations des lois:

Approximation d’une loi hypergéomeétrique
par une la loi binomiale

Approximation de |a loi binomiale par la loi de
Poisson

Approximation de la loi binomiale par la loi
normale

Approximation de |a loi de Poisson par la
normale
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Tendance de la loi hypergéomeétrique
vers la loi binomiale:
C;‘CQ"‘
Cn

a+b

* Soit X ~ H(n,a,b), alors P(X = k) =

{Si N=a+b—>eo, alors H(n,a,b) - B(n,%) }
* X~ Bnp)=—> P(X =k) =C*p*(1- p)"™

e En pratique, cette approximation est vraie dés

que n
— <0
N 1

Approximations de la loi binomiale

Il existe deux approximations possibles de la loi
binomiale:

1. Approximation par la loi de Poisson
2. Approximation par la loi normale
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Approximation de la loi binomiale par la
loi de Poisson:

Si les conditions suivantes pour n et p sont réalisées:
*| nest grand (n>50),
*| pest voisin de 0 (p<0,1),
C’est-a-dire dans le cas de la réalisation d’événements

rares, la loi binomiale B(n,p) peut-étre approximée par
une loi de Poisson P(4):

/]k

P(X =k)= Gl pt 1~ p)" = e 2

dont le parametre A est défini par: | A=np.

Exemple:

e La probabilité pour qu’'une machine produise une
piece défectueuse est égale a 0,01. La machine a
produit 300 pieces. Donner la probabilité de
reconnaitre 2 piéces défectueuses dans cette
production.

e Soit X « le nombre de pieces défectueuses parmi les
300 pieces ».

e On peut dire que X suit une B(300; 0,01).
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* La probabilité recherchée est égale a:
P(X =2)=C2,(001)(099)* = 0,2244

* Puisque la probabilité p est inférieure a 0,1 et Nn>50,
on peut approcher la loi binomiale B(300; 0,01) par

une loi de Poisson de parametre A =np=300< 001=3

et écrire X ~P(3) et poser finalement:

e3F  0049%9
2

P(X=2)= =0.224:

e Cet exemple a été donné pour permettre uniquement

la comparaison. Mais, il ne montre pas la nécessité
d’un recours aux approximations.

* Supposons maintenant que nous cherchons la
probabilité d’avoir 10 pieces défectueuses parmi les
300 pieces.

e Le résultat exact serait de calculer
P(X =10)=C%¥ (001)'°(099f*

qui est difficile a calculer.
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* Nous sommes amenés dans ce cas a rapprocher ce
résultat du résultat donné par une loi de Poisson de
parametre 3 et de calculer

e 33

P(X =10)= =0,0008

Approximation de la loi binomiale par
la loi normale:

Si les conditions suivantes pour n et p sont réalisées:
* nestgrand (220)
* p et qne sont pas trop petites (pratiquement NpPg>3)

La loi bindmiale B(n,p) peut étre approximée par une
loi normale N\u = np, g =,/hpq

2
1 1{ k—np
P(X =k ‘9" = ] [
( ) P \/277 w/np 2 nqu
- N
e La quantité 1 = XKZMP suit une loi normale
centrée réduite. npq
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Exemple:

« Etudions la probabilité d’obtenir 5 fois pile en 20
parties de pile ou face:
— Par la loi binomiale
— Par son approximation par la loi normale.

e La probabilité d’obtenir 5 piles en 20 coups est:
P(X =5 =C, ﬁsﬁw =20 1 1 i550440031250000030
2)\2) sB1g' 282 ! ’ ‘

P(X =5)= 148%
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* Cette loi binomiale est approximée par la loi normale:
2

1

1 5—(20x§)
2 20x—x—
2 2

1 1

e
\/277 \/ZOxlxl
2 2

P(X =5)=

p(x=g)e L Lord) o L Ax_ 1 .

NEZS
= 0,17841x 0,08208
P(X =5)=146%

e On voit sur cet exemple, que pour N=20, I'approximation
est tres bonne.
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Approximation de la loi de Poisson par la
loi normale:

Soit une v.a. qui suit une loi de Poisson de
parameétre A.

Si alors cette loi de Poisson P(4) per/_étre
A

approximée par une loi normale N (/], )
Alors, la variable T =———  suit une normale

centrée, réduite N(O,1).
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Exemple:

e Une usine fabrique 400 lampes électrigues a
I’heure. On admet que le nombre X de
lampes défectueuses produites en une heure
suit une loi de Poisson de parametre A.

On suppose que A=15. Calculer P(X>15).

Calculer cette méme probabilité par son
approximation par la loi normale.
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1. Xsuit une loi de Poisson de paramétre A.

Donc
e )
k!

P(X =k)=

7215 = P(x =k)= & 49"

k!
400 ~~15 k 15 15 K
P(X >15)= Zﬂ =1-P(0< X 315):1_2‘&
k6 K = kK
e Latable delaloi ge Plosi(sscip nous donne
e 15
———7% = (0b68
2"y

D’ou

P(X >15)= 0,432

2. P(X >15)=1-P(X <15)

1 P( X-15_ 15—15]

V15~ |15

Car, comme X~J?(15) alors on peut 'approximer
par une loi normale N(15, vI5). Donc,

P(X >15)=1-P(T <0)=1-®(0)

ou @ est la fonction de répartition d’'une loi
normale centrée réduite. D’apres la table de la
loi normale centrée réduite, on ®(0)=0,5.
D'ou, P(X >15)=1-05=05
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Résumé des approximations des lois:
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Convergences stochastiques

18

27/12/2013



27/12/2013

Convergences stochastiques:

—Convergence en probabilité
—Convergence en loi

—Convergence en moyenne d’ordre k
—Convergence presque slire

—Loi faible des grands nombres
—Théoreme de la limite centrale
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Convergence en probabilite:

* On dit qu’une suite de variables aléatoires (X)),
converge en probabilité vers une variable aléatoire X

De>0, lim P(X, - X|<¢)=1

Vé . P
[ ]
On écrit alors X - X
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Convergence en loi:

e On dit gu’une suite de variables aléatoires
(X,), de fonctions de répartition F,, converge
en loi vers une variable aléatoire X de fonction
répartition F si la suite (F,), converge vers la
fonction F en tout point Xx.

e Ouencore: lImF (x) =F(X) en tout point
XEIR, sauf aUx points de discontinuités de F.

L
e Onécritalors X, - X ,eton parle aussi de
convergence faible.
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Convergence en moyenne d'ordre  K:

e On dit gu’une suite de variables aléatoires

(X.),, converge en moyenne d’ordre K une
variable aléatoire X si:

im E{x, - X[)=0

* Si k=2, on dit « convergence en moyenne
guadratique ».
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Convergence presque sire:

e On dit gu’une suite de variables aléatoires
(X,),, converge presque slirement une variable
aléatoire Xsi:

P Lim(X -X)=0]|=1

n — oo

, . p.s.
* Onécritalors x__ x
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Hiérarchie des différents mode de
convergence:

Convergence en
moyenne d’ordre k

Convergence en Convergence
moyenne d’ordre presque sire
k' <k

Convergence en
probabilité

Convergence en loi
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Loi faible des grands nombres:

Théoréeme 1:

Soit une suite de n expériences de Bernoulli et
soit X |la variable aléatoire égale au nombre de
succes au cours de ces n expériences. Alors,

5—p<¢9 =1
n

[le>0,ona ImP

n- oo

ou p est la probabilité de succes.
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Démonstration du théoreme 1:
* On sait que X~B(n,p)
Donc E(X)=np et Var (X)=np(1-p).

X
* Soit la variable f = Ona E(f)=p
_pl-p)
ot Var(f)—T
e En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychey,

o P(f - pl 2£)£—p(1_ P)

ne?
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Démonstration du théoreme 1 (suite):

* La quantité p(1-p) est maximale en p=1/2 et
elle est égale a 1/4; donc

P(f-plz¢)<

4ne?

ou P(f-p<eg)=1- o

e Par conséquent:

P(]f—d<£)Drg]w_>l
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Loi faible des grands nombres:

Théoréeme 2:

Soit une suite de X, X,, ..., X ,... de variables
aléatoires indépendantes suivant la méme loi
avec E(X)=p et Var(X;)=0?, (i=1,2,...). Alors,

i—lu<g =1

n

[1e>0, ImP

n — oo

ou §;= X+ X+ .. +X.
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Démonstration du théoreme 2:
e Soit S, = X+ X,+ ..+X, on a E(S)=nu et
Var(S)=no?

* Soit la variable f _S E(f)=puet Var(f)=

02
n n

e En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychey,
2

on a: g
ou P\f-y<e¢)z21-—
et donc ,U‘ ’ ne’

P(f -u|<eg)D 0 -1 .
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Théoreme de la limite centrale:

 Soit une suite de X;, X,, ..., X ,... de variables
aléatoires indépendantes suivant la méme loi
avec E(X)=u et Var(X)=0?, (i=1,2,...). Alors,
lorsque N—>oo, S(”T_—:# ou §= X+ X+ .+ X
tend vers la loi normale N(0,1), c’est-a-dire:

: S, —nu
lim P| ————< x| = ®(x
(ahn ] (%)

ou @ est la fonction de répartition de N(0,1).
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Exemple:

* On jette 15 fois une piece de monnaie.
Trouver la probabilité d’obtenir un nombre de
faces compris entre 6 et 11.

* En notant par Xla v.a. égale au nombre de
faces obtenu au cours des 15 jets, l'utilisation
de la loi binomiale donne:

11 1 k 1 15-k
P(6< X <11)= chk{ij (Ej =0,83150 083
k=6
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* On peut résoudre ce probleme en utilisant une
approximation de la loi binomiale par une loi
normale.

* On sait que la loi binomiale est discrete alors que
la loi normale est continue! Donc, si on suppose
que la variable est continue, il faut tenir compte
du fait que (X=3) devient (2,55X<3,5) et, par
suite, dans ce probleme, on doit chercher
P(5,5sX<11,5).

* Lav.a. X suit une loi binomiale; elle peut donc
étre considérée comme la somme de N=15 v.a.
suivant toutes une loi de Bernoulli de méme
parametre p. On a donc:
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X=X +X,+..+X ¢, et en posant X=S, avec

1
Nu=np= 155 =7,5 et o/n=,/d1-pq/n :\/%\/1_5:194

(car E(X;)=p et Var(X)=p(1-p)), on obtient:

50— 15 < S -75 < 115-75

P(55< X <115)=P
(55< X <115) ( 194 194

= ®(206) - d(- 103)

= ®(206)+d(103)-1

= 0,9803+0,8485-1=0,3288
C 083

|

Théoreme de la limite centrale:
Cas particuliers

a) Si X~B(n,p), alors

X7 7 ouz-N01)
Jopg e

b) Si X~(1), alors

XA Z:  ouZ~N(0,1)

Ny e
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Démonstrations:

* Le premier résultat (a) s'appelle « théoréme de
De Moivre-Laplace ».

e La preuve de (a) et de (b) résulte du théoréme de
la limite centrale et de |a propriété d’additivité
des lois binomiale et de Poisson (une somme des
lois binomiales est une binomiale et, de méme, la
somme des lois de Poisson est une loi de Poisson
dont les parametres sont les sommes des
parametres des lois que 'on somme).
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